4 Dérivation

Activité 1 : introduction du nombre dérivé
On lache une bille sans vitesse initiale d’une haute
tour.
On considerera que la distance qu’elle parcourt,
depuis son lacher a I'instant t = 0 jusqu’a l'instant
t, estd(t) = 4,9t% ol t est en secondes et d(t) en
metres.
On veut évaluer sa vitesse instantanée deux secon-
des aprés son lacher.
Pour cela, on va calculer sa vitesse moyenne sur de
petits intervalles de temps a partir de ¢, = 2.
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1. Calculer lavitesse moyenne de la bille entre les instants
to=2ett=2,1.

2. Montrer que la vitesse moyenne de la bille entre les
instants ty = 2ett =2+ hest:

Activité 2 : introduire |a notion de tangente et de nombre dérivé

On considére la fonction f : x € R +— x2 et Cr sa courbe
représentative dans un repére orthonormé.

1. Lancer Géogébra.

Faire apparafitre le quadrillage (Affichage, grille).

2. Définir la fonction f (barre de saisie, f(x)=x"2).

3. Création d’un point A(a; f(a)):

a. Définir un curseur a.

b. Définir le point A(a ;f(a)) (barre de saisie, A=(a,f(a)) ).
4. Création d’'un point M(a + h; f(a+ h)) etdela
sécante (AM)

a. Définir un curseur h avec un pas de pilotage de 0,01.
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b. Définir le point M(a + h; f(a+ h)).
¢. Construire la sécante (AM). "i ; droite passant par
deux points ; cliquer sur A puis sur M.,

d. Afficher le coefficient directeur de la droite (AM).

; pente.

B. Exploitation de la figure

1. a. Affecter a alavaleur 1.

b. Cliquer sur le curseur h, déplacer M en faisant varier h
a I'aide des touches « et = du clavier et constater que la
sécante (AM) admet une position limite D quand M est
trés proche de A.
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3. a. Calculer cette vitesse moyenne pourh = 0,1; h =
0,01;h=0,001.

b. Quandondonne a h {non nul) des valeurs aussi proches
de 0 que l'on veut (on dit « h tend vers 0») les vitesses
moyennes entre les instants 2 et 2 4+ h tendent vers une
« valeur limite ». Donner cette valeur & 0,1 prés.
Cenombre est appelé nombre dérivé de d en 2. On le note

d'(2) eton écritd'(2) = }lmé w.
¢. Quelle vitesse instantanée de la bille & I'instant t = 2
peut-on proposer ?

D est appelée tangente & Cy au point d’abscisse 1. Son

coefficient directeur est appelé nombre dérivé de f en 1

eton le note f'(1).

¢. Quevaut f'(1)?

2, a. Toujours dans le cas ol a =1, exprimer le

coefficient directeur de la sécante (AM) en fonction de h.

b. Comment doit-on choisir A pour que M soit trés proche

deA?

¢. Proposer une définition de f'(1).

3. En déplagant le point A sur la courbe Cr déterminer

graphiquement f'(—2) et f'(0).

4. a. Dans le cas ol a est un réel quelconque, exprimer

le coefficient directeur de la sécante (AM) en fonction de

aeth.

b. En utilisant la question 2. ¢ et la question précédente,

exprimer f'(a) en fonction de a.

. Retrouver algébriquement f'(1), f'(—2) et f'(0).
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4 Dérivation

Exercices

1 Déterminer un nombre dérivé d’'une fonction

Exercice 4. 1 (29 p 120)

Soit fa fonction définie sur R par f(x) =x? + 3x -4,

1. Calculer le taux de variation de fentre 1et 1 + A.

2. Calculer la pente de la sécante & la courbe de f passant par
les points d'abscisses O et 2.

Exercice 4. 2 (CQFD 6 p 138)
1. Ecrire une fonction Python carre(x) qui
renvoie I'image de x par la fonction carré,

2. Saisir linstruction suivante dans la console, puis
expliquer son réle.

(‘entiers = [1 for i in range(-3,8)] !

3. On souhaite calculer les coefficients directeurs de dix
sécantes a la courbe de la fonction carré issues du point
A(2;4), pour un pas égal a 1. Pour ce faire, écrire une fonction
Python utilisant certains des éléments de la listeentiers.

Exercice 4. 3 (39 p 120)

Pour chaque fonction suivante dont on donne une
expression, déterminer, en utilisant la définition, le nombre
dérivé en 3,
a.flx)=x l

< hlx) = .

b. g(x) = x?

Exercice 4. 4

Dans chaque cas montrer que f est dérivable en a,

calculer f'(a) etinterpréter graphiquement le résultat.
af()=x*+3x+7;a=0 cf(x)=x*;a=2

b.f(x) = d.f(x)=ia=~1

x2+41

;a=-2

Exercice 4. 5 (84 p 123)
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = —2|x — 2|.
Justifier que f n’est pas dérivable en 2.

Exercice 4. 6
Soit f la fonction définie sur R dont la courbe
représentative est donnée ci‘dessous.

Déterminer graphiquement :
f(0) et f1(0);
f(=Detf'(=1);
f@)etf'(2);

L’équation réduire de la tangente T_, au point

oo TeRr
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d’abscisse —1.

e. L'équation réduié de la tangente T, au point
d’abscisse 0.

2. Ladroite T, tangente & la courbe C au point d'abscisse
—2 et d’ordonnée —1 passe par le point A(1; 29
a. Déterminer par le calcul une équationde 7.

b. Endédire f'(2).

Exercice 4. 7 (34 p 120)

On a tracé ci-contre |a
courbe d’une fonction f ainsi
que ses tangentes aux points
d'abscisses 1 et 3.

1. Déterminer graphiquement le
nombre dérivé de fen 1.

2. Déterminer graphiquement

F3)

|

Exercice 4. 8 (35 p 120)
Sur chacun des deux graphiques suivants sont représen-

tées la courbe ‘6, d'une fonction f dérivable en o et satangente
T au point d'abscisse a.

Dans chacun des cas, déterminer par lecture graphique les
nombres a, f(a) et f{a).

1. v \ 7 2. y

Exercice 4. 9 (37 p 120)
Soit g une ¥
fonction définie sur [-1; 3] et dont
la courbe 6 est tracée ci-contre. .
On admet que g'(1) = -3 et que 11

g'2)=0. Nk
Reproduire ¢ puis tracer deux ! o \/ X

tangentes & l'aide des deux infor-
mations données.

Exercice 4. 10
Soit v la fonction définie sur R par:
v(x) = x3 + 3x2? - 9x.
1. Dans un repére orthogonal d’'unité 4 cm en abscisse et

1 cm en ordonnée, placer les points de la courbe

2 q . . 1 1
représentative de la fonction v d’abscisse —1, —> 0,- 1,

2
%et 2.
2. Déterminer a l'aide d’une calculatrice les valeurs de
v'(—=1), v'(0), v' (1) et v'(2).
3. Tracer les tangentes a la courbe aux points d’abscisse
—1,0,1let2.
4, Tracer la courbe représentative de la fonction v sur
[-1;2].
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Exercice 4. 11 (12 p 118)

Soit ‘@ la courbe représentative d'une fonction

g dérlvable en 4 telle que g(4) =3 et g(4) = 1.

Soit 7'la tangente a 6 au point d’abscisse 4.

1. Le coefficient directeur de Test-il égal a4,a 3 oua 17 Justifier.
2. Quelles sont les coordonnées du point de contact de 7 et
deg?

Exercice 4. 12
Soit C la courbe représentative de la fonction g définie

sur]—o0;3[ U ]3; +oof par g(x) = x—i—s-.
a. Calculer g'(2).
b. Déterminer les équations des tangentes & la courbe C

au point d’abscisse 2.

Exercice 4. 13 (91 p 124)

La position d'une bille sur sa trajectoire rectiligne est
donnée par son abscisse f(r) (en métres), en fonction du
temps ¢ (en secondes). .

On atracé ci-dessous la courbe représentative € de fainsi
que sestangentes aux points d'abscisses respectives 0, 2 et 4,
1. Determiner f'(0) par lecture graphique et interpréter le
résultat.

2. Déterminer la vitesse de la bille aux instants :

a.t=2 b.tr=4

S0

/l t—t t + +
/?’] 1

Exercice 4. 14 (95 p 125)

L'entreprise Sportymax fabrique des articles

de sport.

Le colt total de fabrication de ces articles (en euros) est
modélisé par une fonction C dont la courbe représenta-
tive ‘€ . est donnée ci-dessous. La tangente T3 cette courbe
au point A(200 ; 880) passe par le point B(0 ; 600).

Exercices
4 Cout (euros)
1000 A
800 T
600 B ¢« ¢
400
200

0 100 200 300 400 S00
Nombre d'articles produits

1.0n appelle colit marginal au rang 200 le coGt engendré
par la fabrication du 200¢ article. Une valeur approchée
de ce colt est le nombre dérlvé de la fonction C en 200.
Determiner une valeur approchée de ce colit au rang 200.
2. Expliquer la démarche  réaliser graphiquement afin de
déterminer le cotit marginal le plus faible.

Exercice 4. 15 (96 p 125)
Pour dater certaines
roches, on utilise la loj de
décroissance radioactive
sur des atomes comme le
carbone 14,

On modélise le nombre
d'atomes radioactifs,
exprimé en milliards,
en fonction du temps, exprimé en millions d'années, par
une fonction N,

Sa courbe représentative ‘€ et ses tangentes aux points
d'abscisses 0,69 et 2,08 sont tracées ci-dessous.

Nombre d'atomes radloactifs (mllllards)

= A WA O

2 3 A 5
Temps {millions d’années)
1. Par lecture graphique, déterminer la vitesse de désinté-
gration du nombre d’atomes
a.aubout de 690 000 ans ; b.auboutde 2080000 ans.
2. Conjecturer le lien entre le nombre d’atomes radioactifs
et la vitesse de désintégration de ces atomes.
3.Lavitesse de décroissance augmente-t-elle au cours du
temps ou diminue-t-elle 7 Expliquer.

(=}
-

2 Déterminer la dérivée d’une fonction usuelle

Exercice 4. 16
Donner I'ensemble de dérivabilité de la fonction f et
déterminer sa fonction dérivée.

a.f(x)=-2x+5;
b. f(x) =3x?—2x+1; i f () =3
Cf@=-2*+5c-2; f(@)=2-%,

k. f(x) =3Vx —2x3—1;

2.
x’

5 3,1
d.f(x) =% =Sx+;

12

I f (x) = 5x* = 2vx;
WX,

m. f(x) = x?2 -5

nf(x) = ¥

e f(x) =x*/2 - x5;
) =220,

g f(x) = 2+ 5x;

Exercice 4. 17 (44 p 121)
Onconsidéreci-dessous

la courbe 6 de la fonction f définie sur [0 ; +oc[ par f(x) = Jx
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et sa tangente au point d'abscisse 1.

)

1. a. Déterminer f'(1) par lecture graphique.

b. Retrouver ce résultat par un calcul.

2. Reproduire la courbe ‘@ puis tracer sa tangente au polnt
d'abscisse 4.

3. La courbe % admet-elle une tangente paralléle & la droite
d'équation y = 2x -5 7 Si oui, déterminer les coordonnées du
point de contact.

4, Expliguer pourquoi aucune tangente de ‘6 n‘a une pente
négative.

Exercice 4. 18 (42 p 121)

On a tracé ci-contre la

courbe delafonction fdéfiniesur
R par f(x) = x? et ses tangentes

en trois points A, Bet C.

a. Par lecture graphique, déter-
miner £'(1);/'(0) et f'(-2).

b. Déterminer |'expression de la \ 0
fonction dérivéef".

c. Vérifier par calculs les résultats de la question a..

Exercice 4. 19 (45 p 121)
Soit ¢ la courbe représentative de la fonction g définie

sur ]~ ; 0[U]0; +o[ par g(x) :%_

1. Déterminer le coefficient directeur de la tangente Ta 6 en
son point A d'abscisse 2.

2. Montret qu'il existe un point de ‘%, distinct de A, en lequel
la tangente est parallélea T.

3. Soit ¢ un réel non nul. Montrer que les tangentes a € aux
points d’abscisses respectives —a et a sont paralléles.

Exercice 4. 20 (48 p 121)

Soit 7 la fonction définie sur 10 ; +o<f par i(x) = L etsoit

‘¢ sa courbe représentative. g

Déterminer une équation de la tangente a ‘¢ au point d'abscisse 2.

Exercice 4.21 (71 p 122)
Soit f1a fonction définie sur R par :
Fx) =615+ 5x°+ 4x* + 303 + 22 + x.
1. Déterminer I'expression de f".
2. En déduire que la tangente & la courbe de fau point d'abs-
cisse 0 a pour équation y=2x.

Exercice 4. 22 (72 p 122)

Soit fet g les fonctions définies sur R par f(x) =x? - 4x

et glx) =-2x%+ 2x- 3.

On note %6 et @ leurs caurbes représentatives respectives.

1. Montrer que la tangente T a € au point d'abscisse 1 et la
tangente A 4 % au point d'abscisse 1 sont paralléles.

2. Les tangentes T et A sont-elles confondues ?
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Exercice 4. 23 (116 p 134)

On souhaite modéliser le profil d’un toboggan, de hauteur
1,20 métre et de longueur 2 métres, par la courbe ‘6 d'une fonc-
tionfdont I'expression est de la formef{(x) = ctx3 + ba? + cx + d.

il
1

OI 1 2 X
On se propose de déterminer les réelsa, b, ¢ et d tels que :
—la courbe ‘G passe par les points A (0;1,2) et B(2;0);
—en ces deux points A et B, latangente a ‘G est paralléle a 'axe
des abscisses.
1. Exprimer /*(x) en fonction de x.
2. a. Indiquer les valeurs de f(0) et de /"(0).
b. En déduire les valeurs de ¢ et .
3. a.Indiguer les valeurs de f(2) et de /"(2).
b. Montrer que les réels a et b sont solutions du systéme
8a+4b+1,2=0
{1 20+4b =0
c. Calculer les réels « et i puis donner 'expression de f(x).

Exercice 4. 24 (73 p 122)

Soit fla fonction définie sur R par f(x) = ax? + bx + ¢, ou
b et ¢ sont trois réels.

On a tracé sa courbe ci-dessous, ainsi que sa tangente au
point d'abscisse 0.

A partir de ces informations, déterminer I'expression de f.

Exercice 4. 25 (88 p 123)
Soit f la fonction définie sur R par

fla)=x3~3x? + 1,%6 sa courbe représentative et T la tangente

a6 en son point A d’abscisse 1.

1. Ecrire une équation de la droite 7.

2. Vérifier que, pourtoutréel x, x3 - 3x2 + 1= (-3x+ 2) = (x - 1),
3. a. Etudier la position de 6 par rapport a 7.

b. Vérifier a I'aide d'une calculatrice.

Exercice 4. 26 (92 p 124)

Pour tester la sécurité des voitures, de

nombreux essais sont effectués comme le lan-
cement en ligne droite et a vive allure d’'une voiture qui
percute un mur, Durant ce test, on note x(r} la distance
en meétres parcourue par le véhicule f secondes aprés son
départ. La voiture percute le mur au bout de 4 secondes.
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On admet que pour tout ¢ € [0; 4], x{r} = 13 + 0,452,
x est donc une fonction de la variable 1.
1. Déterminer I'expression de la dérivée de .
dx
dt’
2. En déduire la vitesse instantanée en m-s™!, puis en
km-h~1, de la voiture au démarrage, puis lors de I'impact.
On arrondira si besoin a I'unité.

On pourra la noter comme en physique ==

Exercice 4. 27 (93 p 125)

Une entreprise fabrique de la peinture. Le cout de
fabrication, exprimé en euros, de x tonnes de peinture est
modélisé par la fonction C définie sur [1; 100] par :

Exercices

Clx) =0,0013 - 1,242 + 600x + 500.
1. a. Quel est le codt de production exact de 50 tonnes de
peinture 7 de 51 tonnes ?
b. En déduire 'augmentation du co(t entrainé par la fabri-
cation de la 51¢ tonne de peinture.
2, On appelle codt marginal au rang x la différence
C(x) - C(x = 1). On note d(x) cette différence.
a. Quel est le colit marginal au rang 50 ?
3.0n note C la dérivée de la fonction C.
a. Calculer C'(x), puis C'(50).
b. Calculer d(50) et comparer a C'(50).
¢. Que constate-t-on ?

3 Déterminer la dérivée d’une fonction

Exercice 4. 28

Donner I'ensemble de dérivabilité et I'expression de la
dérivée des fonction définies par :

a.f(x) = 2x +3)Vx

b. f(x) = (5VX — 4) x%

. f(x) = (x* - 3)(4x — 5)

d. f(x) =3(10x2 — )(5x%2 ~x + 4)

e. f(x) = (—§+ 1) (x%+3)

f.f(x) = (—x + 3)(1 — Vx)

B f(xX)=(B3x*+4x —1)(2x*—6x3 +2x — 1)
h. f(x) = 4(2x? — 5x + 1)(x5 — 8x* + x — 3)

Exercice 4. 29
Donner I'ensemble de dérivabilité et I'expression de la
dérivée des fonction définies par :

af0) =5 df@=-55
b. f(x) = m+$ ef(x)zé—i4
¢ f(x) = 2+3 f. f(x) x3+x 1

Exercice 4. 30
Donner I'ensemble de dérivabilité et I'expression de la
dérivée des fonction définies par:

—x+2
2100 =5z d.f() =222
2-3% 35+1
b. f(2) = x2—5;c+4 e fl)= xz+2
c.f(x)= zz:’; ) =5

Exercice 4. 31

Donner I'ensemble de dérivabilité et I'expression de la
dérivée des fonction définies par:

a. f(x) = (—3x + 4)3 d. f(x) = (2x + 1*

b. f(x) = \/Zx—lo e. f(x) =v6 —-2x
¢ f(x) = 2(x+2)4 f. f(x) = (1—x)

Exercice 4. 32 (89 p 123)
Soit fla fonction définie sur I'intervalle |=]2 ; +<o[ par :

Flx)= 2x + 4
1. Calculer f'(x).
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2, a. Vérifier que, pour tout x delf(x)=2+—8——.

b. Calculer f'(x) en utilisant cette expression. 2
Vérifier la cohérence avec la réponse apportée a la question 1..
3.a. Calculer le nombre dérivé defen 3.
b. Montrer que la tangente 7 & la courbe € de fau point
d'abscisse 3 a pour équation réduite y =~8x + 34.
4, a, Montrer que, pour tout réel x de ]2 ; +oo[,
—6x+9)
-2 °
b. En déduire la position relative de T"et € sur .

8(Jc2
F) - (-8x + 34) =

Exercice 4. 33 Wt
Définition :

Soit ¢ une fonction de R dans R, dérivable sur un
intervalle 1.

Dire que ¢ est deux fois dérivable sur I veut dire que ¢ est
dérivable sur I et que sa dérivée ¢’ est dérivable sur J.
Dans ce cas on note ¢ ou ¢p@ la dérivée de la dérivée de
¢.

Plus généralement, sous réserve d’existence, si n € N*,
dire que ¢ est n fois dérivable sur I signifie que

vk <n—1,¢p% estdérivable (avec p©@ = ¢).

Dans ce cas on note ¢p™ = ((f)("‘l))’.
Soit f:x €D =R\{-1;0} ot
festn fois dérivable sur D, quelque soit n dans N*.
1. Déterminer deux réels a et b tels que,

Vx €D, f(x) —"4‘;:;
2. Soit n € N*. Conjecturer I'expression de la dérivée n-
ieme de f. On admet que cette conjecture est vraie.

3. Trouver tous les réels x tels que f™(x) = 0.

On suppose que

Exercice 4. 34 ks

Si u est une fonction dérivable sur unintervalle ] € Reta
valeur dans IR*, la dérivée logarithmique de u est la

fonction L(u) = %’

1. Soient u et v deux fonctions dérivables sur I, a valeur
dans R*. Exprimer la dérivée logarithmique de uv en
fonction de celles de u et de v.

2. Généraliser la question précédente a un produit de n
facteurs, n € N*.
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3. SoientndansN*,a; << apdesréelsetP la
fonction polynéme définie par :
n
Vx€eER, Px)= il:Il(x —a;).
Calculer la L(P).
Exercice 4. 35

Soit f une fonction dérivable de R dans IR. On suppose
que f est paire. Que dire de f' ?

*
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Méme question si f est paire, si f est périodique, de
période T.

Exercice 4. 36 *
Soienta unréelnonnulet f: x € R ~ ax?.

Soient x; et x, deux réels tels que x; < x,.

Montrer que la tangente au graphe de f au point

A Xq1+x Iy a3 . ) .
d’abscisse 12 2 est paralltle 4 la droite joignant les points

du graphe d’abscisses x; et x;.
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5 Dérivation : application a I'étude de fonctions Etudier le comportement d’une fonction a I'aide de sa dérivée

1 Fonction dérivée et variations

e C Propriété 5. 1 )

variations et signe de la dérivée h
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle 1.
- festcroissante sur [ si et seulement si pour tout x dans I, f'(x) = 0.
- f estdécroissante sur I si et seulement si pour tout x dans I, f'(x) < 0.
Dans chacun de ces deux cas, si de plus f* s’annule qu’un nombre fini de fois alors f est strictement monotone.
- f estconstante sur [ si et seulement si pour tout x dans I, f'(x) = 0. ,
. , .

1. On donne ci-dessous la courbe représentative de la fonction dérivée d’une fonction f dérivable sur R.
Déduire de cette représentation graphique le sens de variation de la fonction f.

A

0 1

2. Ondonne ci-dessous la courbe représentative d’une fonction f dérivable sur R.
Déduire de cette représentation graphique le signe de la fonction f'.

\ .
\ -‘L " -L‘
Exemple 5. 1 k ’L"D\ \‘\‘ /b \ Q)( 9

3. Soitf:x€RP x3—9x%+15x— 1.
Etudier |les variations de f.
4. Soit F une fonction définie et dérivable sur R telle que F(0) = 0 et dont la dérivée est donnée par
F'(x) = #, pour tout x € R.
Soit G définie sur R par G(x) = F(x) + F(—x).
a. Montrer que G est dérivable sur IR et calculer G’ (x).
b. Calculer G(0) et en déduire que F est une fonction impaire.




5 Dérivation : application & I'étude de fonctions Modéliser et résoudre des problémes d’optimisation

2 Extremums d’une fonction

Soit f un fonction dérivable sur un intervalle I.

~

Définition 5. 1 )
/'C maximum, minimum, extremum, extremum -Iocam
_ Leréel M estle maximum de f sur I siil existe un réel a € I tel que f(a) = M etsi pour tout réelx €1, f(x) < M.

On dit alors que le maximum M de f sur I est atteinten a.

- Le réel m est le minimum de f sur [ si il existe un réel a € I tel que f(a) = m et si pour tout réel x € I, m < f(x).
On dit alors que le minimum m de f sur I est atteinten a.

- On appelle extremum de f surl le maximum ou le minimum de f surI.

- Ondit que le réel a est un extremum local de f sur I siil existe un intervalle ouvert J € I tel que a soitun

k extremum de f sur J.

Remarque : si f est définie surun intervalle [a ; b], f(a) et f(b) ne sont pas, par définition, des extremums locaux.

La courbe ci-contre est la représentation graphique d’une fonction f
définie sur un intervalle I = [-2; 5].

Exemple 5. 2 1. Quel est le maximum de f surl, en quelle valeur est-il atteint ?
2. Quel est e minimum de f sur/, en quelle valeur est-il atteint ?
3. f admet-elle des extremums locaux sur I ?

~
( Propriété 5. 2 -,
P j caractérisation d’un extremum local

Soit @ un réel de I'intervalle I qui n’est pas une borne de I.
- Si f admet un extremum local en @ alors f'(a) = 0.
- Sif'(a) = 0etf’ change de signe en a alors f admet un extremum local en a.

Remarque La réciproque du premier point est fausse. Par exemple la dérivée de la fonction ' { ¥y | /
g:x€ER x3 s’annule en 0 et mais g n’a pas d’extremum local. T ) (R

Soit f la fonction définie sur I'intervalle I = [—2;4] par f(x) = 2x° — 3x% —12x + 6.

Exemple 5. 3
S Etudier les variations de f et en déduire les extremums de f surl.
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Démonstration 1 : Caractérisation d’un
extremum local

Résultat admis

Si g est une fonction définie sur un intervalle J, ne

changeant pas de signe sur J et telle que g(h)h—> £ ol
—0

fe R, alors € est du méme signe que celui de g sur J.

Soit f une fonction dérivable et non constante sur un
intervalle Ja ; b[ et cela; bf.

1. Montrer que si f'(¢)=0, f'(x) = 0 sur Ja;c] et
f'(x)=s0sur[c; Y, alors f(c) estunextremum local
def.

On démontre de méme que si f'(¢)=0, f'(x) <0 sur
Jaic] et f'(x)=0sur [c;t, alors f(c) estun
extremum local de f.

2. On suppose dans cette question que f(c) estle seul
extremum local de f sur ]a ; b et que C'est un maximum.
a. Soit h#0 telque c+h ela;b[.

Préciser, en justifiant, le signe du taux d’accroissement
Tc(h)-: f(C+h’3-f(C)‘

On distinguera lescash > 0 et h < 0.

b. En déduire que f'(¢)=0.

¢. Supposons que f' ne change pas de signe en c et
considéronssettdans Ja; b[ telsques <tet ce[s;t]
En distinguant lescas f'(x)=O0sur [s;t] et f'(x)<
sur [s ; t], montrer que cela contredit I'hypothése « f (¢
est le seul maximum local de f sur Ja ; b[ », puis conclur
On démontre de méme quesi f(c) estun minimum de
sur a; b[, alors f'(c)=0 et f' change de signeen c.

Démonstrations

Démonstration 2 : Caractérisation des
fonctions constantes

1. Soit f une fonction dérivable sur un intervalle |, telle
que f'(x)=0 pour tout xe |, Justifier le fait que f est
a la fois croissante et décroissante sur |.

En déduire que, pour tous nombres ¢ et b de |, on a
f(a)=f(b).

2. Que reste-t-il 2 montrer pour prouver cette caractéri-
sation des fonctions constantes ?
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Activités

Activité 1: trouver un lien entre le sens de variation d’une fonction et le signe de sa dérivée

La fonction f est définie sur I'intervalle I = [—3 ;3] par
f(x) =%x3 —x+2.

1. a. A laide d'un logiciel de géométrie dynamique,
tracer la courbe représentative C de f.

b. Par lecture graphique dresser le tableau de variations
de f surl.

2. Semble-t-il possible d’obtenir un nombre dérivé f'(a)
négatif lorsque a € [-3; —1] ?

3. a. A l'aide du logiciel, créer un curseur a (compris
entre —3 et 3) avec un pas de 0,1.

Définir le point A(a ; f(a)).

Tracer la tangente a la courbe représentative C en A et
afficher son équation réduite dans la fenétre.

b. A partir de cette équation lire le nombre dérivé f'(a)
pour différentes valeurs de a (faire varier le curseur).

4. Conjecturer un lien entre le sens de variation de la
fonction f sur l'intervalle I et le signe de f'.
b

a=-07
\ >

3 / 2 -1 0 1 2 3
-l

Activité 2 : trouver un lien entre les extremums d’une fonction et les valeurs de sa dérivée

On donne ci-dessous la courbe C représentative d’une
fonction h définie et dérivable sur I'intervalle [—4 ; 4] ainsi
que la courbe C' représentative de la fonction k', fonction
dérivée de h.

1. Pour quelle(s) valeur(s) de x la fonction h' s’annule-t-
elle?

2. Pour quelle(s) valeur(s) de x la fonction h' s’annule-t-
elle en changeant de signe?

3. Pour quelle(s) valeur(s) de x la courbe C admet-elle
une (des) tangente(s) paralléle(s) & I'axe (0Ox) ?

4. Pour quelle valeur de x la fonction k change-t-elle de
sens de variation ?

5. Pour quelle valeur de x la fonction h atteint-elle son
minimum ?

6. On considére la fonction f définie sur R par

flx) = %x‘* - %xz +x —% ainsi que sa fonction dérivée
définie sur R par f'(x) = (x + 2)(x — 1)2.

a. Représenter la courbe de ces deux fonctions a la
calculatrice.

b. Répondre aux questions 1 a5 avec les fonctions f et f'.
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Exercices

Etudier le comportement d’une fonction a I'aide de sa dérivée

Exercice 5. 1 (18 p 146)
On donne le tableau de variation d'une fonction f déri-
vable sur[-10; 10].

x | =10 0 5 10
I 4
f(x) 5 //’ \—3/

Quel est le signe de la dérivée de la fonction fsur:
a.[-10;0] b.[0;5] «.[5;10]

Exercice 5. 2
Soit f la fonction définie sur [—5; 2] et dont la
représentation graphique est donnée ci-dessous.

Associer a cette fonction la représentation graphique de
sa fonction dérivée.

N
~
- /

W
N ¥4

Exercice 5.3
f est une fonction dérivable sur R. On a tracé ci-dessous
la courbe représentative C' de sa fonction dérivée f’.

-1 AI//’—\\ i €

~-‘\\\\ T /40 1 >
e ida]
8

a. Par lecture graphique déterminer le sens de variation
de f.

b. Parmiles courbes suivantes laquelle pourrait étre celle
def?

Exercice 5. 4
On a représenté ci-contre
la fonction dérivée d’'une
fonction f.

Laquelle des trois courbes
tracées ci-dessous est
cellede f?

Exercice 5.5

Soit I = [—2; 6]. Sur le graphique ci-dessus, la courbe C
représente une fonction f dérivable sur /. Les droites T et
T’ sont les tangentes a la courbe, respectivement aux
points d’abscis;se let 2.

1. Reproduire et compléter, a I'aide de lectures
graphiques, le tableau suivant.

X ‘0 1 2
f() 72 A 0
R0 d -1 -{/2
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2, Résoudre graphiquement dans / les équations et

inéquations :
a. f()=1; b. f(x)<1;
c. fl(x)=0; d. f'(x) <0.

Exercice 5. 6 (Barbazo 75 p 168)
On considére une fonction f définie et dérivable sur
[0; +>[ dont on donne la représentation graphique.

Les coordonnées des points indiqués sont A(0; 1),
D(2;4)etC(2;3).

La droite (AD) est tangente a la courbe au point d'abs-
cisse 0.

La courbe rencontre I'axe des abscisses au point d'abs-
cisse 4,

On sait aussi que f(6) = 1 et que la tangente au point
d'abscisse 6 passe par le point E(3 ; 0).

1. Par lecture graphique :

a. déterminerf (0), /' (0) et f' (6) ;

b. déterminer une équation de la tangente a la courbe
au point d'abscisse 6 ;

c. dresser le tableau de signes de f'.

2. On considere la fonction g définie par g = 71—

a. Déterminer le domaine de définition de g.
b. Donner I'expression de g’ a 'aide de fet de f".
¢. En déduire le sens de variation de g.

Exercice 5. 7 (47 p 149)

Etudier les variations de la fonction f définie sur /.
a.fl)=x3-15x2~6x+20190U =R

b.flx) =3~ 122 + 45x - 2020 001 | = R

Exercice 5. 8 (48 p 149)
Etudier les variations de la fonction f définie sur .

a.f(x)=1+%omzlo;+so[
b.flx)= 3-—oul-]0 +20[

Exercice 5. 9 (49 p 149)
Etudier les variations de |a fonction f définie sur /.

a.fly)= 3‘+25 ot 1=12; +0

b.flx) = 2 oul—]1 “oo]

Exercice 5. 10 (50 p 149)
Etudier les variations de la fonction f définie sur I.

a.flx)= oul=R\{-1;1}

-1

Exercices

oul=R

_ X
bflx)= x2+3

Exercice 5. 11 (51 p 149)
Etudier les variations de la fonction f définie sur I.
X2 +x+1 s
a.flx)==—"2"— oll=R
S X2 +3x+3

b= 321 ou1=R\-05,0)

Exercice 5. 12 (56 p 150)

Un médicament antal-

gique est administré par

voie orale. La concen-

tration du produit actif

dans le sang est modé- g A

lisée par une fonction ‘ 4

fqui, au temps écoulé  mloe v gl -

x en heures, associe la oy e

concentration f(x) en milligrammes par litre de sang (mg/L).

La fonction fest définie sur l'intervalle [0 ; 6] par :
f)=x3-12x2+ 36x.

a. Calculer f(x).

b. Déterminer le signe de f"(x) sur [0; 6].

¢. Etudier le sens de variation de f'sur [0; 6] et construire

son tableau de variation.

d. L'affirmation « Au bout de 3 heures, il y a davantage de

produit actif dans le sang qu‘au bout de 2 heures. » est-elle

vraie ? Justifier la réponse.

Exercice 5. 13 (54 p 149)
Les nombres a, b, ¢ et d sont des réels donnés, et ¢ est non nul.

La fonction fest définie sur lintervallel = ]—(4 ; +06[ par:

N_ax+b
flx)= cx+d l
a.Montrer que, pour tout réel xdel,ona f'(x) = ad — ’_t__
(ex + (/)

b. Recopier et compléter le programme ci-dessous pour que
la fonction var retourne le booléen True si fest croissante sur
I et le booléen False si f est décroissante sur .

|17 def var(a,b,c,d):|
V=..
return(...)

Exercice 5. 14
m est un réel et f la fonction rationnelle définie par

f(x) X +mx -2
1. Determlner I'ensemble de définition de f.

2. Etudier, selon les valeurs du réel m, les variations de la
fonction f.

Exercice 5. 15 (Barbazo 62 p 166)

Soit fla fonction définie sur R par :
Slx)=x2+3x+1,

et g la fonction définie sur R\{-2) par:

_ -1
x+2'
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On note €, la courbe représentative de la fonction fet
6, celle de la fonction g.
1. Etudier les variations de la fonction fet dresser son
tableau de variation.
2, Etudier les variations de la fonction g et dresser son
tableau de variation,
3. Soit & la fonction définie sur l'intervalle R\{-2} par:
h(x) =flx) - g (x).

x+ 12 (x+3
a. Montrer que h(x) = (—m%
b. Etudier le signe de A (x).
c. Déterminer la position relative de ‘6 par rapporta 6 .
4. Démontrer que les courbes 6 et <Gg admettent une
tangente commune en un de leurs points d'intersec-
tion. Donner une équation de cette tangente.

Exercice 5. 16 (livrescolaire 100 p 154)
Partie A:

g est lafonction définie sur R par g(x)=x*+3x—4.

1. Montrer que la fonction g est strictement croissante
sur R puis dresser son tableau de variations.

2. Calculer g(1) puis conjecturer le signe de g(x)
sur R.

PartieB:
f est la fonction définie sur R par f(x)= :2;::—:"‘2
C, estlacourbe représentative de f dans un repére
orthonormé.

1. Justifier que f est dérivable et montrer que, pour

tout xeR, f’(x)=;(2;Tx_f1(Tf)

Exercices

2. Etudier le signe de f'(x) puis dresser le tableau de
variations de f sur R.

3. Peut-on trouver des points de C; en lesquels

la tangente est paralléle a la droite A d’équation
wy =—2x ? Si oui, préciser leurs abscisses respectives.

Exercice 5. 17
x3+10x

x2+1 "
On note Cy sa courbe représentative dans un repére
orthonormé (0;1,7).
Partie A
1. Factoriser le polyndme X2 — 7X + 10.
2. En déduire une factorisation du polynéme :

p(x) = x* — 7x? + 10.

3. Déterminer le signe de p(x) sur R.
Partie B
1. Justifier que f est définie et dérivable sur R.
2. Etudier la parité de f et expliquer pourquoi on peut
restreindre son étude & [0; +ool.

' x
3. a. MontrerquevVx € Rf'(x) = (x2(+1))2'
b. En déduire le signe de f'(x) sur [0; +oo],
c. Donner les variations de f sur [0; +oo[.
4. a. Donner une équation de la tangente T a Cr au
point 1.
b. Etudier les positions relatives de Cy par rapporta T.
c. Déterminer les abscisses des points en lesquels Cr

admet une tangente paraliéle ?(I"'.

La fonction f est définie par f(x) =

\ *»
\i

Modéliser et résoudre des problémes d’optimisation

Exercice 5. 18 (65 p 150)

On considére la fonction fdéfinie sur lintervalle [-1; 4]

par f(x) = x3 - 4x? - 3x + 5.

a. Calculer f'(x) puis déterminer son signe.

b. Déterminer les extremums (éventuellement locaux) de f
sur{-1;4].

¢. Que peut-on dire des tangentes a la courbe représentative
de faux points d'abscisses ——;— et3?

Exercice 5. 19 (67 p 150)

Soit fla fonction définie sur R par f(x) = %

a. Etudier le sens de variation de fsur I'intervalle [-5; 1.

b. Quel est le minimum de £ sur [-5 ; 1] ? Pour quelle valeur
est-il atteint ?

<. Quel est le maximum de f'sur [-5 ; 1] ? Pour quelle valeur

est-il atteint ?

Exercice 5. 20 (70 p 151)

Le nombre 7 est un entier supérieur ou égal a 1. On considére
n nombres réels x,, x,, ..., X, et fla fonction définie sur R
parfx) = (x—x )2+ (x - x,)2 + - + (x - x, )%

Montrer que fadmet un minimum et préciser en quelle
valeur il est atteint.

Exercice 5. 21 (82 p 152)
Le plan est muni d'un repére orthonormé. On considére la
droite d d'équation x=12.On note ‘¢ |a courbe représentative
de la fonction carré. Pour tout point M de coordonnées (x ; 0)
avec x réel compris entre 0 et 12, on construit le rectangle
ABCM comme sur la figure ci-dessous.
Y 11

i

i I | P9

1. Déterminer, en fonction de x, les coordonnées des points
A BetC

2. Montrer que l'aire du rectangle MABC est égale 8 —x* + 12x2.

3. On considere la fonction fdéfinie sur [0 ; 12] par :
f=-3+12x2%

a. Déterminer f°(x) et étudier son signe.

b. Etudier les variations de la fonction fsur [0; 12].

4. Déterminer la position du point M rendant I'aire durectangle
MABC maximale et préciser cette aire.
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Exercice 5. 22

Soit f la fonction définie sur R\{1} par f(x) = 2(:;_:) etC

sa courbe représentative dans un repére orthonormal
0;%)).
1. a. Montrer que ¥ x € R\{1}, f'(x) =

b. Etudier le signe de f'(x) sur R\{1}.

¢. Dresser le tableau de variation de f sur R\{1}.

2. A tout réel m>1 on associe le point M de
coordonnées (m ; 0) et on note N le point d’intersection
de la droite (AM) avec I'axe des ordonnées, ot A(1 ; 1).

x2-2x
2(x-1)2"

a. Démontrer que N a pour coordonnées (O i ﬁ—{)
b. Montrer que l'aire du triangle OMN est égale & f(m).
€. Quelle est la position du point M pour laquelle 'aire

du triangle OMN est minimale ?

Exercice 5. 23 (Hatier 71 p 155)
A partir d'un disque en
carton souple de rayon
10 cm que l'on découpe
sur un rayon et en fai-
sant chevaucher le carton
sur un angle o donné, on
fabrique un chapeau de
forme conique comme sur

la figure ci-contre.

@ Calculer | Parmi tous les chapeaux possibles construits
selon cette méthode, quel est celui de volume maximal ?
Quelle est sa hauteur ?

AW

Exercice 5. 24 (Barbazo 79 p 169) Cal, 2
On considére un rectangle inscrit dans un cercle de
rayon 1,

* Déterminer les dimensions du rectangle pour que
son aire soit maximale,

Exercice 5. 25 (Barbazo 80 p 169)
ABCD est un carré de cbté 1.

M est sur le segment [AB].
On place le point N tel que CN = AM sur la demi-droite
[BC) a l'extérieur du segment [BC].

10
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La droite (MM) coupe (DC) en P.
OnposeAM=xavecO<x=<1,

A D
M|,
P
B c TN

Le but de I'exercice est de trouver M sur [AB] tel que
la distance PC soit maximale,
1. Exprimer BM et BN en fonction de x.

= =X +x
2. Montrer que PC = PR

3. En déduire la position du point M maximalisant la
longueur PC.

Exercice 5. 26 (Déclic 94 p 126)
Dans un repére orthonormé, on considére la parabole

P d’équation y = x2. On note A le point de coordon-
nées (3;0) et M un point mobile sur P d’abscisse
x=0,

Le but de cet exercice est de déterminer la posi-
tion du point M sur @ telle que la longueur AM
soit minimale.

1. Réaliser la figure sur un logiciel de géométrie dyna-
mique et conjecturer la solution de ce probléme.

[ M

| 1

2. Justifier que la distance AM est minimale si et seu-

lement si AM? est minimale.

3. On note d la fonction qui & tout réel x positif associ

AM?,

a. Montrer que d(x)=x“+x2—-6x+9.

b. Montrer que la dérivée de la fonction d vérifie :
d’(x)=(x~"1)(4x?+4x+6)

c. Etudier les variations de la fonction d sur [0 +od|

4, Conclure.

Exercice 5. 27 (84 p 152)
Une entreprise vend

un tissu en coton de forme
rectangulaire de 1 métre de
large. On note x sa longueur
exprimée en kilométres, x
étant un réel compris entre
Oet10.

Le colit total de production en euros de ce tissu est donné,
en fonction de x, par C{x) = 15x3 — 120x2 + 350x + 1 000.
Le cours du marché offre un prix de 530 € le kilométre de
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tissu fabriqué par I'entreprise.
Pour tout réel x de l'intervalle [0; 10], on note R(x) la recette
et B(x) le bénéfice générés par la production et la vente de
x kilométres de tissu par 'entreprise.
1. a. Déterminer le montant des codts fixes.
b. Calculer le codit de production, la recette et le bénéfice
générés par la production et |a vente de 4 kilométres de tissus.
c. Exprimer R(x) en fonction de x.
2. a. Montrer que, pour tout réel de [0;10] :

B(x) =—15x3 + 120x% + 180x — 1 000.
b. Déterminer B'(x).
c. Etudier le signe de B'(x) et en déduire les variations de la
fonction B sur [0; 10).
3. a. Pour quelle longueur de tissu produit et vendu I'entre-
prise réalise-t-elle un bénéfice maximal ?
b. Donner alors la valeur de ce bénéfice maximal.

Exercice 5. 28 (TP2 p 159)

Une entreprise fabrique une pate
a cookies dont le colit total jour-
nalier de production {exprimé en
centaines d'euros) pour x litres de
pate est donné par la fonction C
définie sur lintervalle |=[1,50]
par Clx) =0,75x2 + 3x + 315,

@) Quelques calculs de coiits
a. Calculer le cott fixe journalier de I'entreprise.

b. Calculer le colit total de production de 20 litres de péte a
cookies.

@ Coiit moyen
1. Exprimer le colt moyen de production d’un litre de pate

Cplx) = g—)(—rﬁ avec x dans [1; 50].

2. Calculer le coGit moyen de production d’un litre quand on
produit 20 litres.

3.a. Représenter la fonction C,, a l'aide d'un logiciel ou d'une
calculatrice.

b. Conjecturer graphiquement la quantité a produire pour
obtenir un cout moyen minimum.

4. a, Déterminer la quantité a produire pour obtenir un co(it
moyen minimum,

b. Déterminer ce colit moyen minimum,

@ Coit marginal

1. Le co(t marginal est le supplément de colit engendré pour
produire un litre supplémentaire de péte.

a. Exprimer le codt marginal C,, (x) = Clx + 1) - C(x) en fonc-
tion de x.

b. Déterminer le coGt marginal pour une production de 20 litres
de péte a cookies.

2. Les économistes prennent souvent comme valeur appro-
chée de C, (x) la valeur C’(x).
Déterminer C’(x) et justifier cette approximation.

(@ Une égalité de coiits
a. Représenter sur un méme graphique les courbes repré-

11
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sentatives des fonctions C, C,,
calculatrice,

b. Résoudre graphiquement l'équation C,,(x) = C, (x).
Quel résultat de la partie B retrouve-t-on ?

¢. Résoudre I'équation C,,(x} = C,(x).

et C,, avec un logiciel ou une

Exercice 5. 29

1. Soit f la fonction définie sur [5; 20] par:
x2 | 1000

f(x) =] 7 + T
a. Exprimer f'(x) et vérifier que

F1(x) = (x—m)(x‘:zwxﬂoo)
b. Construire le tableau de variations de f sur [5;20].
Quel est le minimum de f sur [5;20] ?

2. Une casserole est constituée d’un fond de rayon x et
d’un cylindre de hauteur h.

a. Exprimer la surface F du fond de la casserole en
fonction de x, puis la surface latérale £ du cylindre et le
volume V de la casserole, en fonction de x et h.

b. On souhaite construire une casserole de volume
imposé 1000w cm?® . Calculer h en fonction de x et
exprimer la surface totale S(x) nécessaire.

3. a. Montrer que S(x) = 2rnf(x) ol f est la fonction
étudiée dans la question 1. En déduire les variations, sur
Pintervalle [5; 20], de la fonction §.

b. Quelles sont les dimensions d’'une casserole de
10007 cm?3 qui utilise le moins de téle possible ? Quelle
est alors cette surface ?

Exercice 5. 30

Soient x et y deux nombres positifs de somme égale a 1.
Soit n un entier naturel.

Déterminer x ety pour que le produit P = x™ X y soit
maximal.

Exercice 5. 31 (71 p 151)
On consideére la fonction f définie sur R par:
SR =13 +2x~3.
a. Montrer que fest croissante sur R.
b. Vérifier que f(1) = 0. En déduire le signe de f(x) sur R.
¢. Montrer que, pour toutx = 1,onax’ = 3 - 2x.

Exercice 5. 32 (73 p 151)
a. Etudier les variations de la fonction fdéfinie sur ]0; +2¢[
par f(x)=x+ -}

b. En déduire que, pourtoutx > 0,0nax +— = 2.

= |—=

Exercice 5. 33 (116 p 163)

x

Soit fla fonction définie sur {0 ; <[ par f{x) = T
1. Montrer que f est dérivable sur [0 ; +2¢[ et que, pour tout
x>0,0na f'(x) = —=%

Jx (x + 1)2 ‘
2. Etudier les variations de fsur [0 ; +°o[.
3. En déduire que, pour tout réel x=0,0na0 < Jx < J‘TH
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4. a. Montrer que, pour tout réel x >0, ona f(x) < %
X

b. En déduire un intervalle sur lequel on af(x) < 10-3,
5. Retrouver le résultat de la question 3. en utilisant I'expression

(V= -)’

Exercice 5. 34 inégalité de Bernoulli

n est un entier naturel fixé et t un nombre réel positif. On
note (B,) I'inégalité (1 + t)" = 1 + nt.

1. Vérifier que By et B; sont vraies.

2. Onsupposen = 2 eton considére sur R, la fonction ¢
définie par p(t) = (1 + )" — 1 —nt.

a. Calculer @' (t) et @' (t).

b. Montrerque, Vt € R, ¢'(t) = 0.

c. Endéduire I'inégalité (B,).

Exercice 5. 35
Soit f la fonction définie sur I = ]—4; +oo[ par

x3-2

F&) =7

1. Démontrer que f est dérivable sur I et calculer sa
dérivée.
2. Soit g la fonction définie sur I par

g(x) = 2x3 + 12x2 + 2.
Etudier les variations de g sur I et en déduire que v x € I,
glx) > 0.
3. Déduire de la question précédente le signe de f' sur ]
puis les variations de f sur I.

Exercice 5. 36 (79 p 151)

La fonction fest définie sur lintervalle [-2 ; 6] par:
Jx}=0,503-3x12 +8.

On note ‘6 sa courbe représentative dans un repére orthonormé

d’unité 1 cm.

1. a. Calculer f'(x).

b. Etudier le sens de variation de f et construire son tableau

de variation sur [-2 ; 6].

c. Déterminer une équation de la tangente 7°au point d'abscisse 2

de la courbe €.

2, Soit g la fonction définie sur [-2 ; 6] par g{x) =f{x) - (~-6x+ 12).

a. Justifier que g est croissante sur [-2; 6].

b. Calculer g(2).

¢. En déduire le signe de g{x) sur [-2; 6].

3. Sur quelintervalle a-t-on f(x) = -6x + 127 Qu’en déduit-on

pour la courbe 6 et pour la tangente 7'?

4, Construire la courbe 6, la tangente T et les tangentes a 6

aux points d'abscisse 0 et 4.

Exercice 5. 37 (80 p 152)

On considére les fonctions f et g définies sur R par

Six) =-9x3 + 27x2 + 4 et g(x) = 27x - § et leurs courbes
respectives ‘@ et & dans un repére.

Déterminer la position relative de ces deux courbes.

Exercice 5. 38

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x3 —3x2 + 1
et C sa courbe représentative dans un repére
orthonormal d’unités 2 cm.

1. Donner I'expression de f'(x), pour tout x € R.
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2. Etudier les variations de f et construire son tableau de
variations sur [—1; 3].
3. a. Déterminer une équation de la tangente T a C au
point d’abscisse 1.
b. Existe-t-il d’autres points de la courbe en lesquels C
admet une tangente parallelea T ?
4, Soit g |a fonction définie sur R par:

g(x) = f(x) = (=3x +2).
Justifier que g est croissante sur R.
Calculer g(1).
En déduire le signe de g(x) sur R.
Sur quel intervalle a-t-on f(x) = —3x+27?
Que peut-on en déduire pour la courbe C et pour T ?
5. Construire la courbe C, latangente T et les tangentes
aux points d’abscisse 0 et 2.

a0 oo

Exercice 5. 39

3x%+ax+b
x241

sont deux réels a déterminer. On appelle C sa courbe

représentative dans un repére orthonormé,

1. Quels sont les ensembles de définition et de

dérivabilité de la fonction ¢ ?

2. Déterminer a et b pour que la tangente a C au point

d’abscisse 0 ait pour équation y = 4x + 3.

3. Préciser les positions de € par rapport a cette tangente.

4, Dresser le tableau de variations de la fonction ¢.

5. ¢ admet-elle des extrema sur IR ? Si oui lesquels ?

6. Préciser la position de C par rapport a la droite

d’équation y = 3.

7. Tracer la courbe représentative de la fonction ¢.

@ est la fonction définie par @(x) = olaeth

Exercice 5. 40 (89 p 153)

Soit f la fonction définie sur l'intervalle [26 ; 27] par
Jlx)=x2-720 et 6 sa courbe représentative dans un repére.
On admet ici que I'équation f{x) = 0 a une unique solution o
sur [26 ; 27] et le but de I'exercice est de calculer une valeur
approchée de o par la méthode de Newton.

1. On considere le point B de C d'abscisse x, = 26.

a. Déterminer une équation de la tangente 7, a € au point B.
b. Déterminer I'abscisse x; du point d'intersection |, de J,
etde €.

2. On définit par le méme processus les points B, B,, ... B,
(voir algorithme page 145).

a. Montrer qu'une équation de la tangente a 6 au point B,
d'abscisse x, est y = 2x x—x,2-720.

b. En déduire I'expression de x,, en fonction de x,.

¢. En utilisant un algorithme comme celui présenté page 145,
donner une valeur approchée de o

Exercice 5. 41 {inégalité des accroissements finis) *
Soient a et b deux nombres réels telsque a < b, met M
deux nombres réels, f une fonction dérivable sur [a; b] &
valeur dans R.

OnsupposequeV x € [a;b],m < f'(x) < b.

Montrer que m(b —a) < f(b) — f(a) < M(b —a).

On pourra considérer les fonctions g : x = f(x) — Mx et
h:x o f(x) —mx.
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Exercice 5. 42 &
Soit f une fonction dérivable de R dans R.

1. Montrer que f est paire si et seulement si f’ est
impaire.

On pourra considérer la fonction g définie sur R par
g(x) = f(x) — f(=x).

2. Montrer que f estimpaire si et seulement si f’ est
paire et f(0) = 0.

Exercice 5. 43 b
Soit f une fonction dérivable e R dans R, T un élément
de R}.

a. onsuppose qu'il existe 1 € R et une fonction g de R
dans R, périodique, de période T telle que :

VxeR, f(x)=g(x)+ Ax.

Montrer que f' est périodique de période T.
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b. Formuler et démontrer une réciproque du résultat
établien a.

Exercice 5. 44 b
Soit I unintervalle de R, a un élément de I, f une
fonction de I dans R. On suppose que f est deux fois
dérivablesur/etqueVx € R, f"(x) = 0.

On se propose de montrer que le graphe de f est au-
dessus de sa tangente au point a. On pose, pour tout x
dans/:

g(x) = f(x) = f(a) — f'(a)(x — a).

Calculer g" (x) et g'(a).

Déterminer le signe de g’ (x), donner le tableau de
variations de g et conclure.

Les fonction possédant la propriété précédente sont dites
convexes.
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6 Fonction exponentielle Objectif 1 : étudier et utiliser la fonction exponentielle

~
Définition 6. 1 )

fonction exponentielle Avec la notation introduite ci-contre la fonction
On admet qu’il existe une unique fonction f dérivable sur R exponentielle est définie et dérivable sur R avec:
telle que f' = f et f(0) = 1. Cette fonction est appelée - Vx € R, exp'(x) = exp(x) ;
fonction exponentielle, on la note exp. - exp0=1.

Remarque : la preuve de |a propriété précédente permettrait de prouver que Vx € R, expx # 0 et exp(—x) = o r

La fonction exponentielle vient compléter la liste des fonctions de référence. Sa définition n‘est pas explicite mais les
conditions énoncées suffisent a la préciser. On cherche, dans la suite du chapitre & connaitre plus précisément cette
fonction : propriétés, variations, courbe, etc.

Propriété 6. 1 )

prepriétés algébriques
expx
expy’

iv. VX ER,Vn € Z, exp(nx) = (expx)™.

i. VY (x;y) €R? exp(x+y) = exp(x) X exp(y); ii. ¥ (x;y) €ER? exp(x —y) =
1

ii. Vx €R, exp(=x) =

Les propriétés algébriques de la fonction exponentielle évoquent les propriétés connues sur les exposants. Pour formaliser
cette observation on introduit une nouvelle notation. En posant e = exp(1) (nombre d’Euler ou constante de Néper, e =
2,718 21073 pres), quelque soit I'entier n on a exp(n) = exp(n x 1) = (exp1)™ = e™. En étendant cette égalité 2
I'ensemble des réels on a, ¥ x € R, exp(x) = e*. On peut alors reformuler les résultats précédents :

Propriété 6. 2 B
P e propriétés algebriques
i e®=1; ii. VXER, e¥=-—; V. V(x;y) ER?E, e* V=2,
' ’ B '’ ex ’ . ’y ? v ey ]
ii. exp'(x)=e*; iv. V(x;y) ER? e*V =¢g*xeV; Vi VXER, VnezZ e™ =(e*)".
p B4
1. Soit x € R. Démontrer les égalités suivantes :
1 e* b -1 1-e72%
' —x x *oe2xyq1 -2
Exemple 6.1 . 1.+.e 1+e . . e?¥+1 1+e=2%
2. Simplifier les expressions suivantes :
2x -x33 2x —2x x -xy2 e3*
. X . = - . —
a. e (e™) b. e* +e¢ (e* —e™) C e

x xN 2
PuisqueV x € R, e* = esz, alors e* = (82) , ce qui montre que, V x € R, e* = 0. De plus on sait, d’aprés la remarque

précédente, que V x € R, e* = 0. En utilisant conjointement ces deux résultats on peut écrire la propriété suivante :

~
Propriété 6. 3 :
p J signe de la fct exponentielle Excmpleic2

: - = =
Vx€eR, e* > 0. Etudier la monotonie de la fonction x € R » xe”*.

La fonction exponentielle étant dérivable sur R avec, V x € R, exp’ (x) = e* > 0 on peut énoncer la proposition suivante :

- s r \
/—C Propriété 6. 4 J monotonie 3 y

. . 4 L y = @*
La fonction exponentielle est strictement croissante sur R.
X -0 0 1 +00
exp’(x) i + H
] e 1
o | _i——" =
\ V. -5 of 1




6 Fonction exponentielle

La stricte monotonie de la fonction exponentielle permet d’énoncer des équivalences entre égalités et des équivalences
entre inégalités permettant de résoudre des équations et des inéquations ou figurent des exponentielles.

Objectif 1 : étudier et utiliser la fonction exponentielle

Propriété 6. 5 )

- e“=el s a=bh; - el<el s a<h.

équations, inéquations

1. Résoudre les équations suivantes :

a. e¥*1=1; b. (e3%)2—-e?2=0;
Exemple 6. 3 2. Résoudre les inéquations suivantes :
a (e*+D(Ee*-1)>0; b. (x +3)e**2<0;

c. e*¥—2e¥4+1=0.

c. (e¥)?<

oy

e

N

|



6 Fonction exponentielle Objectif 2 : étudier une composée affine de la fonction exponentielle

Sia et b sont deux réels alors la fonction x € R — ax + b est dérivable sur R, & valeur dans R ou la fonction
exponentielle est dérivable. D’aprés la propriété 4. 5 on peut alors énoncer le résultat suivant :
/" \ / 4 u
“=-ue

e
Propriété 6. 6 )

dérivée de x € R > e%+P

fix €R - e®**P est dérivable sur RetVx € R, f/(x) = ae®™+P,

Exemple 6.4 | Etudier les variations de la fonction f : x € R + xe3**!

Conséquence
Soit k un réel strictement positif
La fonction fi : t € R — ekt est croissante sur R La fonction g : t € R — e~k est décroissante sur R.
4 —0 o] +00 4
Variations PR pEEm————_ Variations
de fi —_— de g;




