1ére G3

Entre O et 1: marron
Entre 1 et 2 : rouge
Entre 2 et 3: bleu
Entre 3et4: rose
Entre 4 et 5 :vert
Entre 5et 6 : jaune

Proportions et pourcentages
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3.

LI AR o
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Caliculer, appliquer, exprimer une propaortion sous différenies formes
{décimale, fractionnaire pourcentage)

Rappel
- Calculer t % d’un nombre c’est multiplier ce nombre par —00—
- On considere un ensemble A et un sous-ensemble B de A. La proportion de B B a3
dans A est le nombre at =Y
_ nombre d'éléments de B f/ B \‘
P = fombre d'élémentsde A \ /

Elle peut étre donnée en %, sous forme décimale ou sous forme de fraction
irréductible. ~——
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En vous inspirant de I'exemple suivant, mettre sous

forme de fraction irréductible les différentes proportions @ Calculer 25 % de 560 c’est multiplier 560 par : Lf
roposées. [
Piel Solt; e Z; ...... X 560 = 14’0 ..... o
Exemple : 360
0,12 0,12x100 12 4 %3 3 5‘
0,12 = T T T1x100 100 4x25 35 W} Calculer 5 % de 240 cest multiplier 240 par:  Z.....

5. 0,48 = C},ﬁ’ _ 0 4}’ 100 SO, oot X 240 = 1o 1z.... i

10 100
__ 4 y - f{ C, H Z_é_ Calculer 60 % de 150 c’est multiplier 150 par : ﬂ
) foo 52 [/ Soi .[0 X150 = D 100
o s Q’?IL ~ 6//7‘ . 4'00 [ oit, 100 ....... X 3‘.

W Dans un club de 250 adhérents, 40 personnes jouent
1= autennis.

Vig

a. La proportion des joueurs de tennis de ce club, écrite

sous o mc d'une Za(%w lrrdduzhble est:

P = Q_{ng' ....... zS. ....................... Vesesnaiinadens

h. Ecrire p sous forme décimale.

: Y = 4/ ........ //1{ .............................................................
= '; ﬂ = _% 1/7!’ = i c. erlfo P en pourcentage.
oo Wiy 10 _ 6 yetee. 2 1650

m En vous inspirant de I'exemple suivant, mettre sous
forme décimale les différentes proportions proposées.

EegpEl Ieur Bac avec mention.
17 Al . . .
170 = —— = 017 1. La proportion des mentions dans cette classe, écrite
100 sous forme d'une fraction irréductible est : f 15.-
o TSl _ (2 (2T = Qi = giutee - H ox
778 Z pr= YN Tens? ST 7
h. 5% = —-21—— =] 07; b, Ecri |re p sous forme décimale, i
i ’LL z.0 7( 4
e 100% = 1 D= neilrinabinsl / ............................................................

c. Ecrire p en pourcentage.




...................................................................................

Sur 150 contréles de vitesse la police nationale a
verbalisé 60 conducteurs.
a. La proportion des conducteurs verbalise’s, écrite sous

forme d’une fmru’on i rcducﬁbl

@ Sur 900 personnes interrogées, 150 se disent vouloir
voter pour le candidat A. Dans cet échantillon, donner la
proportion, sous forme de fraction irréductible des
personnes votant pour le candi

=0 ATt K90 2
7, W’%

Julien gagne 2 100 € par mois. Il consacre 40 % de son
salaire a son loyer. Quel est le montant de son loyer ?

4024007 040 b
100

6 €léves sur 30 ont eu mention tres bien au
baccalauréat dans une classe. Quelle proportion cela
représente-t-il dans cette classe ? (Exprimer cette
proportion sous forme décimale).

Un groupe de 35 éléves comprend 60 % de filles.
Compien y a-t-il de filles dans ce groupe ?

..... Uk % i R S

Une entreprise a expédié le mois dernier 1 800 colis
dont 450 vers I'étranger.

Quelle est la part des colis envoyés vers I'étranger le mois
dernier dans cette entreprise ? Exprimer cette proportion
en pourcentage.

Nassim a repéré le méme téléviseur dans deux
boutiques différentes.

Dans la premiere, il colte 399 € et bénéficie d’une remise
de 20 % et dans la seconde, il coQite 450 € et bénéficie
d’une remise de 25 %.

Dans quelle boutique, le téléviseur sera-t-il le moins cher
apres la remise consentie ?

100
! i1 Calculer 15 % de 34.

m Dans mon entreprise de 500 salariés, il y a 19 % de
cadres. Parmi ces cadres, il y a 50 femmes.
a. Déterminer le nombre de cadres dans P'entreprise.

b. Déterminer la proportion de femmes parmi les cadres.
Donner le résultat sous la forme d’une fraction
irréductible.

E Dans un lycée de 1 600 éléves 440 sont en Terminale.
80 % de ces éléves font du sport toutes les semaines.

a. Déterminer le nombre d’éléves de Terminale pratiquant
du sport toutes les semaines.

.‘!...Q ...................................................................................

b. Déterminer la proportion d’éléves de Terminale faisant
du sport toutes les semaines parmi I'ensemble des éléves
du lycée. Donner le résultat sous forme de fraction
irréductible puis sous forme décimale,

Al gdﬁzwﬁz,l4’44,_ L
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m Dans ma commune de 26 000 habitants, il y a 30 % de
personnes de 25 ans ou moins.

Parmi ces jeunes de 25 ans ou moins, 65 % sont scolarisés.

a. Déterminer le nombre de personnes de 25 ans ou
moins dans ma commune.

...... )( 2000 =HPMO i

b. Déterminer le nombre de personnes de moins de 25
ans scolarisées dans ma commune.

¢. Déterminer la proportion de personnes de moins de 25
ans scolarisées par rapport a 'ensemble des habitants de
la commune. Donner le résultat sous forme d’une fraction
irréductible puis sous forme décimale.

m?d fm% =J02 14).(..2 ....... ﬂ

............................................................................................
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tout connaissant une partie.

Rappel

nombre d’éléments de B

Utiliser une proportion pour calculer une partie connaissant le tout, ou le

artie
= P22 Alors:

La proportion de B dans A est nombre p =

nombre d'élémentsde A

tout

- Lorsqu'on connait une proportion (ou un pourcentage) et le tout, orpeut calculer la partie en effectuant :

partie

proportion X tout

- Inversement, si l'on connaft une partie et |a proportion qu’elle représente, on peut calculer le tout avec :

':E En s’inspirant de 'exemple suivant isoler et calculer b.

b
Exemple : 02———4:»b—02><180

b= 02 x 180 = . 1o _ 2% 180 _ 360
B 00 < 18 100 100~ >®
a. =—<=>b— 0/3)(24’)) ..............

A_Mi +c06 -?Z 1
b 075=2e b= @4[)(/0

b =75 xfﬂ :#----XJ/G
3 fo _fode - £0.
475 i A
c. 04= ' b=

b _04 \<4r0 =-?§—X 4r0
4 A0 600 0.

1

@ En s’inspirant de I'exemple suivant isoler et calculer a.

Exemple : 0,03:1—224:)61;—_1%9
a 0,03
120 x 100 12000:3><4000:4“00
003xlOO f 3
a. 04”--—( 0 =
_go'10 Ygco _ #vgog
7k XMg K

b, U?'; =Yg -——-.£,<

0= !L%éﬁi& 4@,
O/I-f 1c 0

(o 06-—

Il

(4(),“‘——‘

a =

tout

partie

proportion

@ En s’inspirant de I'exemple suivant isoler et calculer b.
b 2x200
b —_

Exemple: - =—— o ph =
P 200 5
_2><200_2><5><40_80
= S = c =
a. i L b = =X —
4 160
X
b= = =
2 b X
b. 3T b=
X
b: — = =
c E:.b_c)b: . S ==
8 44
X
b = == —

m En s’inspirant de I'exemple suivant isoler et calculer a.

120 120 X5
Exemple: — ="« g=
a 3
120 x5 3XxX40X5
a= = =40 x5 =200
3 3
2 80 X
a —=—oag=-r
3 a
X
a= = =
P S e - X
X
a: — —
4 30 X
= —s g =
7 a
X
a: f— J—




@ Dans une ville de 2 000 habitants, 35 % sont agés de
plus de 60 ans. On se propose de calculer le nombre
d’habitants de plus de 60 ans de cette ville.

a. Cherche-t-on une partie ou le tout ?

partie | m
isoler I'inconnue
tout

b. Dans fa formule proportion =

cherchée.

m Une entreprise compte un certain nombre de salariés.
84 d'entre eux sont cadres, soit 12% de l'effectif total. On
se propose de déterminer le nombre de salariés de
I'entreprise.

a. Cherche-t-on une partie ou le tout ?

pa

h rtie .
b. Dans la formule proportion = i isoler 'inconnue

cherchée.

¢. En déduire la valeur cherchée.

. . . . 1 .
w Un magasin applique une réduction de Zsurun article

qui colite 180 €. On cherche le montant de la réduction.
a. Cherche-t-on une partie ou le tout ?

partie
tout

b. Dans la formule proportion = isoler I'inconnue

cherchée.

¢. En déduire ia valeur cherchée.

m Dans une classe, 18 éléves participent a une activité,
2 s
soit : de la classe. On cherche le nombre d’éléves de la

classe.
a. Cherche-t-on une partie ou le tout ?

.............................................................................................

, partie . .
b. Dans la formule proportion = ’7’;‘74 isoler I'inconnue

cherchée.

¢. En déduire la valeur cherchée.

iF] calculer 35% de 240.

Une entreprise vend 1 200 produits. 25% sont

exportés a 'étranger. Combien cela représente-t-il de
produits ?

Une éléve a obtenu 18 points a un devoir, ce qui
correspond a 60% du total. Quelle était |a note maximale
possible ?

m Un tarif étudiant représente les % du tarif normal, qui
est de 80 €. Quel est le montant a payer avec cette
réduction ?

Un coureur a parcouru les % de son parcours, soit 210
km. Quelle est la longueur totale du parcours ?

Un éléve a obtenu % des points a une épreuve notée
sur 80.



a. Combien de points a-t-il obtenus ?

m Le budget mensuel d’un foyer est de 2 500 €.
a. 30 % sont consacrés au logement. Quel est le montant
consacré au logement ?

.............................................................................................

b. Les dépenses alimentaires représentent 625 €. Quelle
proportion du budget cela représente-t

Une entreprise a versé 18 000 € & un sous-traitant, ce
qui correspond a 30 % du codt total du chantier.
a. Quel est le colt total du chantier ?

E Lors d’'un marathon, 480 coureurs ont terminé la
course. Cela correspond aux % des inscrits.
a. Combien de personnes s’étaient inscrites au départ ?

............................................................................................

c. Quelle proportion (sous forme fractionnaire simplifiée)
des coureurs n'a pas terminé la course ?

Une association compte 120 membres. Lors d’'une
assemblée, seuls 96 étaient présents.

a. Quelle proportion des membres étaient présents ?
Donner la réponse :

- sous forme de fraction irréductible :

- en pourcentage :

b. % des absents avaient prévenu. Combien de membres
ont été absents sans prévenir ?



Passer d’une formulation additive (« augmenter de 5 % », respectivement «
3 diminuer de 5 % ») a une formulation multiplicative {« multiplier par 1,05 »,
respectivement « multiplier par 0,95 »}.

Rappel

Augmenter ou diminuer une quantité d’un taux t revient a la multiplier par :

C=1+1

(avect > 0 dans le cas d’une hausse et t < 0 dans le cas d’une baisse).

Remarques :
- Cest appelé coefficient multiplicateur associé a t.

- Un taux est souvent exprimé en pourcentage. Dans les calculs il faut alors bien penser a I'écrire sous forme

fractionnaire ou décimale. Par exemple, pour une hausse de 4

c=1+(—1——)—1——_097

100

%onaC—1+R—104 Pour une baisse de3 % on a

- Lorsque C > 1 alors I'évolution est une hausse sinon c’est une baisse.

On considére une hausse de 30 %. On cherche le
coefficient multiplicateur associé.

a. Quelle estia valeurdu taux t ?......... }0 ......................

b. Donner alors le coefficient multiplicateur associé :

@ On considére une baisse de 20 %. On cherche le
coefficient multiplicateur associé.

a. Quelle estlavaleurdutaux ¢ ?.......... ZO ...................

b. Donner alors le 7(>fhcmnt multiplicateur associé :

=116 f— /()’ ...........

@ On considére une hausse de 300 %. On cherche le
coefficient multiplicateur associé.

a. Quelle estla valeur du taux ¢ ? Jﬂd ............

b. Donner alors le coefficient multiplicateur associé :

c-44+3% _ .

m On considére une baisse de 4 %. On cherche le
coefficient multiplicateur associé.

a. Quelle estlavaleur dutauxt?......... 4 .......................

h. Donner?rf oefficient multiplicateur associé :

c=Atlz]. = .0 f ............

@ Un prix est augmenté de 50 %. Le coefficient
multiplicatepr associé est

(A4 7‘ .................. f ............................

m Un prix est augmenté de 100 %. Le coefficient

multiplicateur associé est
GAtb=141 -1

Un prix est diminué de 70 %. Le coefficient
multiplicateur associé 2

......... sk [ 22 Cifl=d 97 U4...

Un prix est augmenté de 22 %. Le coefficient
multiplicateur associé est :

EE Un prix est diminué de 50 %. Le coefficient
multiplicateur associé est :

Un prix est augmenté de 100 %. Le coefficient
multiplicateur associé est :



Un prix est augmenté de 200 %. Le coefficient

multiplicateur associé est :

Un prix est diminué de 5 %. Le coefficient
multiplicateur associé est :

m Un prix est augmenté de 5 %. Le coefficient
multiplicateur associé est :

Augmenter un prix de 200 % revient a multiplier ce
prlx par :

par :

par:

Augmenter un prix de 19 % revient a multiplier ce prix
par:

@ Diminuer un prix de 46 % revient a multiplier ce prix
par:

m Augmenter un prix de 21,5 % revient a multiplier ce
prix par :

m Diminuer un prix de 32,5 % revient a multiplier ce prix
par :

E Augmenter un prix de 1,6 % revient a multiplier ce prix
par :

E Diminuer un prix de 3,4 % revient a multiplier ce prix
par:

Augmenter un prix de 1 % revient a multiplier ce prix

...... Cettlz 14k < 1t 90144
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4 Appliguer un taux d’évolution pour calculer une valeur finale ou initiale.

Rappel

On utilisera le schéma suivant :

L'opération qui permet de trouver V, est :

......... 45)(4/3[/4&7\,/4/{

m L'opération qui permet de trpuver Vy est:

......... .- 30

m On sait qu’un article qui colte 18 € est augmenté
de 30 %. Dans le schéma ci-dessous, placer correctement
le18€:

Apies une hausse de 20 %, un article coGte 18 €.
Dans le schéma ci-dessous, placer correctement le 18 £:

EE Le coefficient muWLLur assoue a une hausse de
40%estC =1+

 ——

70,

[ﬁ Le coefficient multxphwteur associé a tine baisse de

15%estC =14 1¢J ? ff

10

Quantité d‘arrivée apres la
hausse ou la baisse notéev,

5% (—"Sl.(‘; 1 3k l'r) = f/l?[

:E Le coefficient multiplicateur dSSOU?rJ une hausse de

10%estC =1+ ,-{-g’d/ = /’/ .......

Un article colte 180 € et subit une baisse de 30 %.
On veut connaftre son nouveau prix.

a. Le coefficie tmultnphca
estC = 1‘{'%

lu (; associé a cette baisse

¢. labonne opération pour calculer le nouveau prix est :

d. En effectuant cette opération on trouve que le

m Un article colte 70 € et subit une hausse de 20 %. On
veut connaitre son nouveau prix.
a. le coefficient multiplicateur C associé a cette hausse

¢. Labonne opération pour calculer le nouveau prix est :



d. En effectuant cette opération on trouve que le

NOUVEAU PFiX @5t tuiviiviiiinisiiiierioieiieseinirenmnerrenmenesieserrein

Aprés une hausse de 200 %, un article colte 180 €. On
veut connafitre son ancien prix.
a. Le coefficient multiplicateur C associé a cette baisse

¢. Labonne opération pour calculer le nouveau prix est :

d. En effectuant cette opération on trouve que le

NOUVEAU PriX €St ........... sdiiiidariniiaiiviiimnaiianin

Apres une haisse de 20 %, un article colte 180 €. On
veut connaitre son ancien prix.

a. Le coefficient mul‘npllcate ;s ocié 3 cette baisse

est C =

g bonne opération pour calculer le nouveau prix est :

....... ( S

d. jeffec(uant cette opération on trouve que le

nouveau prix est ...... CZ ....................................................

Pour s'exercer

. ! Une plante mesure 120 cm. Elle grandit de 20 % en

une semajne, Quelle esf sg nouvelle hauteur ?
-k ? ’f 21461 =41...

m Une population de papillons est de 80 individus. Eile
augmente de 300 % aprés une période de reproduction.
Quelle est la nouvelle population ?

11

Aprés une baisse de 80 %, une réserve d’eau
contient 24 litres. Quelle était sa quantité initiale ?

Aprés une baisse de 25 %, un stock de livres
contient 90 unités. Quelle était la quantité initiale ?

Un sac de pommes contient 40 fruits. On ajoute 30
% de pommes supplémentaires. Combien y en a-t-il
maintenant ?

Aprés une hausse de 10 %, une distance parcourue est
de 72 km. Quelle était la distance initiale ?

m Un article colte 50 € et subit une baisse de 15 %.
Donner son nouveau prix ?

E Aprés une hausse de 70 %, une production atteint 107
unités. Quelle était la production initiale ?

............................................................................................

Aprés une hausse de 2 %, une masse atteint 153 kg.
t la masse initiale ?

#—Z_—JH

Quclle ét




5 Calculer un taux d’évoiution, exprimer en pourcentage.

Rappel

On considére une quantité qui varie de Vp, (valeur de départ) a V, (valeur d'arrivée).

Le taux d’évolution qui permet de passer de V, a V, est:

Remarque : pour obtenir un taux d’évolution en % il suffit de multiplier le résultat de Za~%p

Un article est soldé. Son prix passe de 50 € a42 €.
On veut conna?tZ/l'évolution en pourcentage.

2.

a. ldi VA =

b. Nousavonst = 7 = P
Efpositif
donc 'évolution est une :

dei oo /(( ............ %

@ Un litre de lait bio passe de 2 €4a 2,30 €.
On veut connaitre I'évolution en pourcentage.

c. test: négatif

une baisse [0 une hausse

a. IciV, =

etV, =

h. Nous avonst = 75{0 -L— - 0/15.

¢ test: O négatif M positif

donc I"évolution est une : O une baisse jg une hausse

TR |

Mes impots locaux passent de 800 € a 920 €.
On veut connaftre |'évolution en pourcentage.

a. IV, = ... 620 ......

b. Nous avons t = <
g J
c. test: O négatif S@ positif

donc 'évolution est une : 11 une baissej@ une hausse

de: .. 4 f ............ %

Un garagiste fait un geste commercial : la facture
de 900 € passe a 855 €.
On veut connaitre I'évolution en pourcentage.

12

D par 100.

a. IciV, =. )?[f ........

etVp = 660 .........
k. Nous avonst = TL 740

c. test: ;‘(négatlf U posmf

%)

donc 'évolution est une :% une baisse [ une hausse

de: .o f ............... %

Pour s'exercer

La population de la France est passée en quelques
années de 60 millions d'habitants a 66 millions

d'habitants. Quel est le pourcentage de hausse associé ?

La bouteille de jus d'orange bio qui colte
habituellement 3 € est au prix de 2,10 € aujourd'hui.

Quel est en pourcentage le montant de la remise ?

Il'y a deux ans, une voiture co(tait 15 000 €,
Aujourd'hui, son prix est de 12 000 €. De quel

pourcentage a-t-il baissé ?



@ En 5 ans, la baguette de pain d’un boulanger est
passée de 0,80 € a 1,10 €. De quel pourcentage le prix de

la baguette a-t-il augmenté en 5 ans ?

.............................................................................................

J'ai acheté il y a 15 ans mon appartement a 90 000
euros. Je viens de le revendre 170 000 €.

Donner le taux d'évolution du prix de mon appartement
sur ces 15 ans sous la forme d'une fraction irréductible.

.............................................................................................

J'ai acheté il y a 5 ans un vélo au prix de 210 €. Je viens
“de le revendre d'occasion au prix de 70 €.

De quel pourcentage mon vélo a-t-il baissé en 5 ans ?
Donner le résultat arrondi a 0,1 prés.

1’6 (4 .t (/ ....... V{)w?& 2470__;.

l/A/fd ............................................... UDZ40

m L'indice de performance d'une entreprise est passé de
110 a 115,5. Quelle est I'évolution en pourcentage de
I'indice de performance de cette entreprise ?

.............................................................................................

gOn considére une suite u. On sait que u; = 25 et que
= 27. Quel est le taux d'évolution entre 1) ety) ?

..........................................................................................

O/Q,V LT
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On considére une suite v. On sait que vy = 12,5 et
gue v, = 10. Quel est le taux d'évolution entre vy et v, ?

Le chiffre d'affaires d'une entreprise est passé en un an

de 120 000 € a 102 000 €. Quelle est 'évolution en
pourcentage du chiffre d'affaires de cette entreprise sur la
derniére année ?

@ Devant une demande en baisse, une entreprise est
p’éssée de 80 000 composants électroniques produits par
jour a 75 000. Quelle est I'évolution du hombre de
composants électroniques produits par jour de cette
entreprise ? Donner le résultat sous forme d'une fraction

En 1700, la population n‘/orf[é(é"etalt estimée a 650
m|II|ons d'individus. Aujourd'hui, elle est estimée a 7
milliards d'individus. Quelle est I'évolution exprimée en
pourcentage du nombre d'individus sur Terre depuis
J7annee 1700 ?

;@‘Zé@r BV

67'0

s

irréductible et d'un pourcentage, [ Zf:
P e
hotreen... t;y,,;_ . =20000.5.46 69¢
VD: 1147 ) ?009‘0
0,0 6Z[ﬂ0¢



6 Calculer le taux d’évolution équivalent a plusieurs évolutions successives.

Rappel

On considére n évolutions successives de taux tq, t,, ..., ty,

Pour calculer le taux d’évolution global on procéde ainsi :

1. On calcule pour chaque taux ty, t, ...,

t, le coefficient multiplicateur associé Cy, C,, ...,

C,, en utilisant les formules ;

Ci: 1+EL

2. On calcule le coefficient global C; en utilisant la formule :

Co=Cy X C; X .. X Cp

3. On calcule le taux global t; en utilisant la formule :

tGZCG“l

b Le coefficient mulnicdteur associé a une hausse de

TWhestC = Q*W/O'] ..............................

m Le coefficient multip mat Lr associé a une baisse de

7% est € —1"' ............... {"'6 0'? ﬂ 13

@ Le coefficient multiplicateur associé a une évolution
est 1,32. Calculer le taux en pourcentage de cette
evolutlon

[ Le coefficient multiplicateur associé & une évolution
est 1,07. Calculer le taux en pourcentage de cette
évolution.

e Q.Z.k 100.2.25%..

E Le coefficient multiplicateur associé a une évolution
est 0,9. Calculer le taux en pourcentage de cette
évolution. .

m Le coefficient multiplicateur associé a une évolution
est 0,98. Calculer le taux en pourcentage de cette

évolution.

L& premiere année, le cours d'une action a augmenté
de 50 %. L'année suivante, e cours de cette action a

14

augmenté de 20 %. On s'intéresse au taux d'évolution
global noté ¢, sur {'ensemble des deux années.

a. Coefficient multiplicateur associé a la premiére
évolution :

b. lLe coefficient multiplicateur C; associé a la hausse

L M S | —

¢ lLetaux g,lobal as50Gié d (e deux Lvolufions est alors ;
"

Le prix d'un vaccin a augmenté de 10 % une année,
l'année suivante, le prix de ce vaccin a diminué de 40 %.
On s'intéresse au taux d'évolution global noté ¢, sur
I'ensemble de ces deux années.

globale est:

Co =CyX Cy =

a. Coefficient multiplicateur associé a ces deux
évolutions :

N 44« 41 =41
=144 = 1 ................ /, -id ..........................
l+c7—’?f(£‘dlu / /

b. Le coefficient mulupllra leur Ly associé a ['‘évolution
globale est :

R .;.7...;(.% ....... 2 6

¢. Le taux global associé a ces deux évolutions est alors :

tg=0Cg—1= @ {—4:-9J] = ‘;4 ......... %

(1‘2

Il

@ La taxe d'habitation d'une ville a diminué trois années
de suite. La premiére année, elle a diminué de 10 %. La



deuxiéme année, ellé a diminué de 20 %. Et la troisieme
année, elle a diminué de 30 %. On veut connaitre la baisse
globale due a la taxe d'habitation sur I'ensemble des trois
années.

a. Coefficient multiplicateur associé a ces trois

évolutions :

C1=1+t1

If

i
S

X\

Y

S

C2:1+t2:
C3:1+t3:

b. Le coefficient multiplicateur C;associé a la baisse
globale est :

AN e =?@(9y}(@?:0/[04

c. Letauxglobal associé a ces trois évolutions est alors :

te=Cc—1= g,[ﬂé-’l:/ﬂ(_ '4’2( ..... %

Le colt de fabrication d’un smartphone a baissé de 30
% puis de 20 %. Quel est le taux d’évolution global suite a
ces deux baisses ?

93707 ... G674 G 2. 95

/ 244 o

Le colit de fabrication d’uh bureau a baissé de 30 %
puis augmenté de 30 %. Quel est le taux d’évolution global

suite a ces deux évolutions ?

E}:fs les auteurs d’un ouvrage ont subi une baisse de
revenu de 20 %, suivie d’une baisse de revenu de 30 %,
suivie d’une hausse de revenu de 50 %. Quel est le taux
d’évolution global des revenus des auteurs suite a ces trois
évolutions ?

CAGlz D ?.E@k@ﬁ.fzﬁgﬂ

=164~
% 7%*515:1

puis de 9 %. Quel est le taux d’évolution global suite a ces

Le PIB d’un pays a augmenté successivement de 5 %

deux hausses ?

Une quantité subit une hausse de 7 %, suivie d'une

hausse de 20 %. Quelle est I'évolution globale suite a ces
deux évolutions ?

15

............................................................................................

E Une quantité subit une hausse de 7 % suivie d'une
baisse de 20 %.
Quelle est |'évolution globale suite a ces deux évolutions ?

............................................................................................

Une quantité subit une baisse de 7 % suivie d'une
baisse de 20 %.
Quelle est I'évolution globale suite a ces deux évolutions ?

Une quantité subit une hausse de 10 % suivie d'une
hausse de 10 %.

" Quelle est I'évolution globale suite & ces deux évolutions ?

Gatgl = Gtk A4
G=11491= Il‘j.;;a11:0/21

=249,

Une quantité subit une hausse de 10 % suivie d ug‘.—
baisse de 10 %.
Quelle est I'évolution globale suite a ces deux évolutions ?

Une quantité subit une baisse de 10 % suivie d'une
baisse de 10 %.
Quelle est I'évolution globale suite a ces deux évolutions ?

@ Une quantité subit une hausse de 40 % suivie d'une
hausse de 50 %.
Quelle est I'évolution globale suite a ces deux évolutions ?

, Une quantité subit une hausse de 40 % suivie d'une
baisse de 50 %.

Quelle est I'évolution globale suite a ces deux évolutions ?

C,’4+0/4”’Zz4?57/4l(0/f:6 /¥
aggaﬂ;nfaﬁ;;:gyﬁf ............




E Une quantité subit une baisse de 40 % suivie d'une
baisse de 40 %.
Quelle est I'évolution globale suite a ces deux évolutions ?

E Une quantité subit une hausse de 50 % suivie d'une
hausse de 50 %.
Quelle est |'évolution globale suite a ces deux évolutions ?

m Une quantité subit une hausse de 50 % suivie d'une
baisse de 50 %.
Quelle est I'évolution globale suite a ces deux évolutions ?

@ Une quantité subit une baisse de 50 % suivie d'une
baisse de 50 %.
Quelle est I'évolution globale suite a ces deux évolutions ?

oot

20y
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E Une quantité subit une baisse de 25 % suivie d'une
hausse de 10 %.
Quelle est I'évolution globale suite a ces deux évolutions ?

Une quantité subit une baisse de 25 % suivie d'une
baisse de 10 %.
Quelle est I'évolution globale suite a ces deux évolutions ?

@? Une quantité subit une hausse de 25 % suivie d'une
baisse de 10 %.
Quelle est I'évolution globale suite a ces deux évolutions ?

-’IZ[M..

—

G =G 1—09 ..........



7 Calculer un taux d’évolution réciproque.

Rappel
Exemple : Lorsqu’un article passe de 20 € a 25 € il augmente de 25 %. Le taux réciproque est le taux a appliquer a 25 €
pour retrouver le prix initial de 20 £.

Comment calculer ce taux réciproque t’ ?
x.C

@ O 1

xC' =

Méthode 1 : lorsqu’on connait uniquement Pévolution ¢
1. On calcule le coefficient multiplicateur C associé a I'évolution de taux t, en appliquant la formule € =1 + ¢,
2. On calcule le coefficient multiplicateur C' associé au taux réciprogue cherché t' en utilisant la formule :

3. Oncalcule le taux réciproque t’ en utilisant la formule t' = ' — 1.

Méthode 2 : lorsqu’on connait la valeur de départ V), et la valeur d'arrivée V4

o . s " V-V, h
Le taux réciprogue est le taux faisant passer de V, a V4. On applique donc la formule “2—2 en y inversant les valeurs V, et

V,.
Pour bien'démarrer
Ona0,6 = 1% Alors :
6 10 5
06xC=1leGxC=lal="—r=q ¥ calculer un taux réciproque avec la méthode 1
Résoudre de la méme maniére les équations suivantes : On veut déterminer le taux réciprogue associé a une
a. 1,7xC=1 hausse de 25 %.
4_7_ (= 4 __> C: ﬂ, a. Etape 1: Le coefficient multiplicateur associé a cette
_f__y W veleivens S A3 SR "41, .................................... Kausse-est
..... G e 45 1,05
C=1+ ....73& ....... = ....7. .........
ol 1o b. Etape2:0naC x C' =1donc1,25x C' = 1.
..... L. C=4‘—7C:~:.{- Résoudre cette équation en vous inspirant de 'exercice 1.
&l Z
{0 Methc ¢’ rous forme décimale.
C‘—' .'.— ~qy ..........................................................
C. 3,5 XC = 40 L
P RPN SR OO M ————
10 c. Etape3:0nat’ = C - 1. Calculert’, donnerle
............................................................................................. résultat en %.
¢ - -
@ Une quantité passe de 12 € a 15 €. Quel est le taux t" = /y ..... 1”' ......... LX’&O ...... 2. 2070 ..............
olution asspcié ?
l’ ‘/ﬁ 1 _1 2 3 /[ 0 L @ Calculer le taux réciproque avec la méthode 2
....................................... = f 3 / On veut déterminer le taux réciprogue associé & une
................. B‘xf)ry'ﬂoycl hausse de 25 %.
a. Siune quantité co(ite 100 € elle coutera apres une
@ Une quantité passe de 25 €2 22,5 €. Quel est le taux haussede25%: ... '1('5. ......... €
#o <1,y

400[(//11"



b. Le taux réciproque correspond alors au taux
d’évolution permettant de passerde Vp = 125€aV, =
100 € e

ooV JA
i 1w !'M!

Caiculer un faux réciproque avec la méthode % (bis) :
On veut déterminer le taux réciproque associé a une
baisse de 60 %.

a. Etape 1: Le coefficient multiplicateur associé a cette

hausse est

e+ (=9 _ 0k
160, I

b, Etape2:0n4 C % C'=1donc0,4x C’' =1,
Résoudre cette équation en vous inspirant de I'exercice 1.
Mettre €’

....... Q ....)(..c WA A St e

SOUS formo décimale.

c. Etape3:0nat' = ¢ 1. Caleuler t’, donnerle

résultat en %.

(= (I/fn4:1/fx1003{}—6/70

Calculer le taux réciprogue avec la méthode 2 (bis)

On veut déterminer le taux réciprogue associé a une
baisse de 60 %.

a. Siune quantité colte 100 € elle coutera aprés une
baisse de 60 % :
b. Le taux réciproque correspond alors au taux

d'évolution permettant de passerde V, = 40€aV, =
100 € est:
100 -0 _
¢o

I3

-
el

Déterminer le taux réciproque associé a une baisse de
20 %.

/ .,Vi .........................................................................................

X

L |
L]

127
Déterminer le taux réciproque associé a une hausse de
30 %. Donner le résultat sous forme fractionnaire.

100 %.

@éterminer le taux réciproque associé a une hausse de
0

............................................................................................

7
..................................................... if..kc ‘.7..472@.‘:
feC

@ Déterminer e taux réciproque associé a une baisse de
30 %.

95 %.

. /- {0 ﬁ(’ ............................................................................................
e SR }Z’é - XC :1Z~7C -‘a:"%.
- :0;4 @-Determmer le taux réciproque associé & une baisse de

@Déterminer le taux réciprogue associé a une haussetle
50 %. Donner ce taux sous forme fractionnaire.

80 %.

40 %.

............................................................................................

50 %.

18
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Calculs numériques et algébriques

8. Comparer deux nombres directement ou par calcul : de leur différence ; s'ils sont strictement positifs, de leur quotient.

9. Effectuer des opérations et des comparaisons entre des fractions simples

10. Effectuer des opérations sur les puissances

11. Passer d’une écriture d’'un nombre a une autre (décimale, fractionnaire, pourcentage)

12. Estimer un ordre de grandeur

13. S'assurer de la vraisemblance, de la cohérence d’un résultat.
14. Effectuer des conversions d’unités : longueurs, aires, volumes, contenances, durées, vitesses, masses.

1



8

Rappel

Pour comparer deux nombres, on peut :

Comparer deux nombres directement ou par calcul : de leur différence ; s’ils
sont strictement positifs, de leur quotient.

Lire directement leur position sur la droite numérique (ex : 340 < 350 car 350 est plus a droite que 340).

1 1} 1 1

I 1 T 1

Calculer leur différence a — b :

- Sile résultat est positif, alorsa > b
- Silerésultat est nul, alors a = b

- Sile résultat est négatif, alorsa < b

i ; ; -
340 350

Si les deux nombres sont strictement positifs, on peut aussi comparer leur quotient% :

- Si%>1a|orsa>b
- Si%=1a|orsa=b
- Si%<1a|orsa<b

m Calculez les différences entre les deux nombres
proposés. Indiquez si le premier est plus
grand, égal ou plus petit que le second.

Exemple 15,2 —-3,9=13= 39<5,2

a. 41 -26 =i e Lo
b. =35—(—41) =.covinnn =R < e
¢ —1,2—-0,8 = .nniini.. e ST < iR
d. 0,3—(=0,5) =.ooeerrcern. T s

@ Effectuez les divisions suivantes (sans calculatrice) et
comparez les deux nombres strictement positifs.

Exemple:£:§:E=§=2,5>1=>3,5>1,4
1,4 14 7x2 2

a. — =
0,15
= iiishasrseenkle — Gsianviiee s R S T ]
2,1
b, 2L = =
3
= s T e R e T LSiossvesisneniesioss
S Y
0,15
=T A aladie sty P PP
0,12
d === =
0,1

@ Comparer les deux nombres suivants en calculant une
différence :

............................................................................................

............................................................................................

m Comparer les deux nombres suivants en calculant un
quotient.

a. 45et3



m Indiquer si les affirmations suivantes sont vraies ou
fausses.

1. 09<0,89 O vrai O faux
2. —15>-12 O vrai O faux
3. 0,9<0,89 O wvrai O faux
4, 1 =1,000 O vrai O faux
5 §=0,3 O vrai O faux
6. 0,75 < 0,750 O vrai O faux
7. —3,4<-3,405 0O vrai O faux

@ Comparer les deux nombres suivants par calcul de leur
différence :

a. 12,4et9,6

b. =7,5et-7,2

[¥] Trier les nombres suivant dans l'ordre croissant :

34:29;—-1;0;-2,7

@ Trier les nombres suivant dans 'ordre décroissant :

5;499,;5,01;0;-0,01

@ Compléter avec <, = ou >.

a. 48 .£. 481

b, —3,2 < —-3,19
¢ 7 } 6,999
d. 025 .= i

2
e E ....... 0,6



9 Effectuer des opérations et des comparaisons entre des fractions simples.

Rappel

Soienta, b, ¢, d et k des réels avec b, d et k non nuls.

Pour additionner (ou soustraire) des fractions ayant le méme dénominateur il suffit d’additionner (ou soustraire) les
numérateurs et de conserver le dénominateur commun :

atc
b

B : Pour additionner ou soustraire des fractions il faut d’abord les réduire au méme dénominateur.

+

SIS
S| o

- Pour multiplier deux fractions il suffit de multiplier les numérateurs entre eux et les dénominateurs entre eux :

a axc
-X

c
b d bxd

- Diviser par une fraction revient a multiplier par son inverse :

- Une fraction ne change pas si on multiplie (ou divise) le numérateur et le dénominateur par un méme nombre non

nul:
a_ axk
b bxk
NB : Cette égalité permet de simplifier des fractions ou de mettre au méme dénominateur pour pouvoir faire des

additions.

- Sjdeux fractions ont méme dénominateur positif elles sont rangées dans I'ordre croissant de leur numérateur.
Autrement dit, sib > 0 alors :

2is <
—<s&a<c
b d

NB : Cette propriété permet de comparer des fractions.

- Pour comparer des fractions ayant méme dénominateur positif on peut utiliser le produit en croix. Si b et d sont

positifs :
a _c
<= ad < bc
b d
. iz ' 525 __ 525+ 105
Pour bien démarrer b, =2 TR
=20 e
m En s’inspirant de 'exemple suivant, rendre les fractions 40+
proposées irréductibles. c. B
g T
154 154+2 77 77+7 11
Exemple . — =——=—=—"-=—
o8 98-+2 49 497 7Z25 N L LR E T T T T T T T Y T
240 2405 o120 420
Y126 126+ 53 d. -‘E D P PP P PPN
__ 120+ .
o e | | ey




m En s’inspirant de I'exemple calculer les différentes
sommes proposées. Ecrire le résultat sous forme de
fraction irréductible.

11 _ 7411 _ 18 _ 18+6 _ 3

12 12 12 1246 2

7
Exemple : 5 +

1,5 +

a. —+-= =
4 4 4
7 8 +

b, - —_— E—
4+4 4
1 19 + _
100 100 100 -

@ En s’inspirant de I'exemple calculer les différentes
sommes proposeées. Ecrire le résultat sous la forme d'une
fraction irréductible.

5 9 5x16 9X7 80 63 143
Exemple:-+—=—+ ==t —=—
7 16 /%16 16%x7 112 112 112
9 11 9X 11X
d. — T — =
4 + 5 4% + 5%
= + =
2 88 2X 88X
b 4+ = :
7 35 7X 35%
= + =
3,11 3% 11X
¢ —t+—=
5 12 SX 12X
= + =

m En s’inspirant de 'exemple calculer les différents
produits proposés. Ecrire le résultat sous la forme d'une
fraction irréductible.

1 3 1X3 3
Exemple : = X == — ==
2 4 2x4 8
5 7 X
a —X=-= =
68 X
13 _ 15 X
b. =X—==— =
147 16 x
9 11 x
C. —X—== =
10 7 12 x

@ En s’inspirant de 'exemple calculer les différents
produits proposés. Ecrire le résultat sous la forme d’une
fraction irréductible.

2 7 2 5 10
Exemple i1 —+-= =X =-=—
11 5 11 7 77
1 6
A —--= X =
7 5
1 6
b. =+~== X =
7 5
9 3
—_——-——= X =
10 8

m En s’inspirant de I'exemple comparer les fractions
suivantes.

5 19 5 2 . .
Exemple et Les fractions ont méme dénominateur

positif: 7 et 5 < 19 doncg < 172.

150 , 25 . A . .

a. o) et o Les fractions ont méme dénominateur
o 150 25

positif : ........ et 150 ... 25 donc;}— ....... T

21 77 . an . o oy
b. ” et e Les fractions ont méme dénominateur positif :

........ et21 ... 77 donc 2 ... .
34 34

En s’inspirant de I'exemple comparer les fractions
suivantes.

3 7
Exemple : — —et ——.
10 10

Ici les fractions sont négatives. On porte le signe « — » au
. . . -3 -7
numérateur. Cela revient donc a comparer i et ETo:

Les fractions ont méme dénominateur positif : 10.

On compare alors les numérateurs :

—3>—7donc —=> — L,
10 10

11

5
a. ——et——.
9 9

Ici les fractions sont négatives. On porte le signe « — » au

numérateur. Cela revient donc a comparer —— et

Les fractions ont méme dénominateur positif : .............

On compare alors les numérateurs :

Ici les fractions sont négatives. On porte le signe « — » au

numérateur. Cela revient donc a comparer et

Les fractions ont méme dénominateur positif : .............

On compare alors les numérateurs :



@ En s’inspirant de 'exemple comparer les fractions
positives suivantes.

2 11

Exemple : s et v
On calcule les produits 2 X 14 = 28 et 5 x 11 = 55.
On compare les produits : 28 < 55 doncé < %.
a. EetZ

6 8
On calcule les produits ...... X reerens =...et ... Xoworr= .
On compare les produits : .....ccccoeveenne. (o [o] o Lo

2 .7
b. —et—
729

On calcule les produits ...... X vvenes =....et ... X o= e
On compare les produits : .....cccceenene, doNC i,
e T

m En s’inspirant de 'exemple comparer les fractions
positives suivantes.

Exemple : — 2 et—=
17 19

lci les fractions sont négatives. On porte le signe « — » au
. . . -3 -5
numérateur. Cela revient donc a comparer et

On calcule les produits :
-3 X19=-57et-5x17 = —85.

On compare les produits : —~57 > --85 donc —% > —%.
a. — -3
31 5

ici les fractions sont négatives. On porte le signe « — » au

numérateur. Cela revient donc a comparer et !
On calcule les produits ...... X e =...et ... X =
On compare les produils @ .....cceveenee donC.cviceninniinnne,
b. ——et—22

10 30

ici les fractions sont négatives. On porte le signe « — » au

numérateur. Cela revient donc a comparer et :
On calcule les produits ...... X i, =...et .. K=

On compare les produits : .....ccccceveeee. doNC.oceeeieiieeen

Pour s’exercer

11 10 N
Calculer = + 5 Donner le résultat sous forme d'une

fraction irréductible.

15 6 .
Calculer iRt Donner le résultat sous forme d’une

fraction irréductible.

5 12 .
m Calculer T Donner le résultat sous forme d’une

fraction irréductible.

4 9 .
m Calculer 3 + 7 Donner le résultat sous forme d’une

fraction irréductible.

7 5 .
Calculer 3~ Donner le résultat sous forme d’une

fraction irréductible.

i3 8 1 ¢
Calculer Pl Donner le résultat sous forme d’une

fraction irréductible.

f 8 7 .
Calculer 3 X v Donner le résultat sous forme d’une

fraction irréductible.

i 1 2 s
Calculer 3 X > Donner le résultat sous forme d’une

fraction irréductible.

7 3 .
m Calculer P Donner le résultat sous forme d’une

fraction irréductible.

' 2.8 )
Calculer > + 7 Donner le résultat sous forme d’une

fraction irréductible.



4
a Calculer . Donner le résultat sous forme d’une
o

fraction irréductible.

2
Calculer 3. Donner le résultat sous forme d’une
B

fraction irréductible.

9 .6
m Comparer et =



10 Effectuer des opérations sur les puissances

Rappel
Soient a, b deux réels non nuls et m, n. deux enteirs relatifs,
i — 1
- Sin>0,a"=axax..Xua et a”=a_n
—_—
n facteurs a
- a%=1
n m n+m a™ m-n
- a*Xxam"=aqa w=a
n n
< = " x p" N ==
(a x b) a®xb (b) w

Identités remarquables :
(a+ b)? =a® + 2ab + b?

Pour bien démarrer

Ecrire 37 X 37 X 37 X 37 x 37 sous la forme d’une
puissance de 37.

.............................................................................................

(a—b)? =a? —2ab + b?

(am)n — aan

(a—b)(a+b) =a?—-b?

< . 407 .
m Ecrire 5o Sous la forme d’une puissance de 5.

Pas a pas

[F] Ecrire 72 sous la forme 2 x 3.
a. On commence par décomposer 72 a |'aide des tables

de multiplication.

Onadonc 72 =............. X rerreerienes
b. Ensuite, on décompose ................. sous la forme d'une
puissance de 2 et on déCOMPOSEe ....ccvvveenies sous la forme

d'une puissance de 3.

Onadonc: 72 =2 X 3

(iF] Ecrire 456 sous la forme 3% x 5.
a. On commence par décomposer 45 a I'aide des tables

de multiplication.

Onadonc45 =............. X orerireins
b. Ensuite, on décompose ................. sous la forme d'une
puissance de 3 et on décompose ........c...c... sous la forme

d'une puissance de 5.

Onadonc: 45 = 3= X 5~

¢. Enfin on applique les régles sur les puissances pour
écrire 45° sous la forme 3% x 5% :

456 = (3~ X 57)6 = 3rX6 x¢ 5rX6 = Fo ¢ G



Ecrire 36° x 243 sous la forme 2% x 3P.
a. On commence par décomposer 36 a I'aide des tables

de multiplication.

Onadonc 36 =............. X
b. Ensuite, on décompose ................. sous la forme d'une
puissance de 2 et on décompose ........ceuvens sous la forme

d'une puissance de 3.

¢. Enfin, on applique les régles sur les puissances pour
écrire 36° sous la forme 2% x 3%, Ona donc :

365 = (2 x 37)5 = 20 X5 i Free X5 = Qe ¢ Zoe

d. On décompose ensuite 24 a |'aide des tables de

multiplication.

Onadonc 24 =........... b QT

e. Ensuite, on décompose .......ccoonu.. sous la forme d'une
puissance de 2 et on décompose ........cccuveeee sous la forme

d'une puissance de 3.
f. Enfin, on applique les regles sur les puissances pour

écrire 243 sous la forme 2% x 3%, On a donc :

243 = (2 x 3w)8 = 208 ¢ e T = Qe ¢ Fe
g. Alaide des régles sur les puissances on a alors :
36% X 243 = 20 X 3 20 X 3

= 2 Bt = Qe B

. 2t
Ecrire —— sous la 2% x 5P,

100*
a. On commence par décomposer 20 a |'aide des tables

de multiplication.

Onadonc 20 =........... X voveriererann
b. Ensuite, on décompose ................. sous la forme d'une
puissance de 2 et on décompose ........cceeveee sous la forme

d'une puissance de 5.
c. Enfin, on applique les régles sur les puissances pour

écrire 208 sous la forme 2% x 57. On a donc:

208 = (2 % 5)8 = X8 5 B XB = D 5 G

d. On décompose ensuite 100 a |'aide des tables de
multiplication.

Onadonc100 =........ Xt

e. Ensuite, on décompose .......ccueee.e. sous la forme d'une
puissance de 2 et on décompose .......cveenenn sous la forme

d'une puissance de 5.
f. Enfin, on applique les régles sur les puissances pour
écrire 100* sous la forme 2% x 5%, On a donc :

100% = (27 X 5 )% = X X GreX = 2o ¢ B

g. Alaide des régles sur les puissances on a alors :

208 _ 2% x 5%
1004~ 2w X G
= 2T 5 = 2o X S

Pour s’exercer

Ecrire 88 sous la forme 2% x 11%.



A 42
Ecrire _ sous la forme 2% x 3P % 7¢.

N

Ecrire o3 Sous la forme 2% x 7.
. 758

a Ecrire g% Sous la forme 3% x 5%

. 367 o b
Ecrire Tivegyi SOUS la forme 2% x 3°.

374

10

52x73

a Ecrire 8 X (7 X 5)° x s X (772)? sous la forme
2% x 5% x 7°,

Ecrire 9 X (2)2 R

Gy Sous la forme 27 x 3% x 5¢.

. (3x%10-2)%x(55%10%)"
Ecrire & o~<m?4><7(r\-w7 ) sous la forme 2% x 3° x
5¢x 79.



11

pourcentage)

Rappel

Passer d’une écriture d’un nombre a une autre (décimale, fractionnaire,

12

- Un pourcentage est une fraction dont le dénominateur est 100. Par exemple 12 % = —= 10,12

100

- Une écriture décimale est une écriture avec une virgule, comme 0,12

- Une écriture fractionnaire est une écriture sous forme de fraction, comme 7

q R o 1
- Ces trois formes peuvent représenter le méme nombre : 0,25 = 25 % = "

'

m En vous inspirant des exemples suivants, écrire sous
forme irréductible.

6 _ a3
Exemple : 0,6 = i
_ 75 _ 7545 _ 15 _ 15%5 _ 3
0,75 = 100~ 100+5 20 205 4
a. 025 = ER 25+§‘:
-5
b. 04 = = - =
¢ 0,125 = e
d. 0,005 = ==
e. 0,2= == =

@ En vous inspirant de I'exemple suivant, écrire sous
forme décimale.

7 7xX4 28
Exe == =—=0,2
xemple 25  25x4 100 0,28
11X
a, - = = = SRS
2% 10
3 3x
b, == s — LAt T
4 4x 100
2 2x
c. —= ST e
5  5x 10
13 13X _ _
C 25 T Toex = Taon e

@ Ecrire les pourcentages suivants sous forme décimale.

Exemple : 13,3 % = == = 0,133,

a. 10% = S

0fh = =
b. 74% Top | e

11

0 = fed
c. 64% (oo s

d. 17,2%=W: ....................

m Ecrire les pourcentages suivants sous forme de fraction
irréductible.

75 7545 15 1545
Exemple : 75 % = — = =—=
p A) 100 100+=5 20 20+5

£
4

+5

a. 15% = = - =

100 10045
+4
b. 52% = = =
% 100 1004
=8
c. 0,8% = = = — =—
8% 100 1000 1000+8

Passer du pourcentage a I'écriture décimale puis a la
fraction irréductible.

Exemple: 60 % = 0,6 = 130 = %

a. 150 % =uwaie = =

a. 12,5 % =i = =

. 7,5 % =i S
a. 0,5 % = ansmssinsisiss = -

a. 04d=—=.erirrrnnn %
b 2= S %
€ 30% =i = —
d. 0,375 = = —
e. 25% =i =—
f. o s S %



Vrai ou Faux ? BF] Associer chaque écriture a ses deux formes

a. §= 0,333 O vrai O faux équivalentes. ’
b. 0,5 =% O vrai O faux 5% - © 7% e ¢ ?

2

¢ 25% :§ O vrai 0O faux H ‘ ° 80% - ¢ 3
d. §= 0,2 D vrai DO faux 50% e ¢ % ° ° Z
e. 04= O vrai O faux 0,75 o e 01 e e 0,25
f. ==0125 O vrai O faux 06 o © 04 o . 60%
g. §= 66 % O vrai O faux 10% o e 0,125 o ° %
h. % =30% O vrai O faux 0,8 o ° % ° o 40%
e. Z: 1,25 O vrai O faux 12,5% * e 05 ¢ - 1—10

12
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Estimer un ordre de grandeur

Rappel

- Estimer un ordre de grandeur, c’est approcher une valeur sans la calculer exactement, afin de :

- Veérifier la cohérence d’un résultat ;

- Comparer des valeurs ou des grandeurs ;

- Obtenir une approximation raisonnable et rapide.
- On utilise pour cela:

- Des arrondis vers des nombres ronds proches (ex : 698 ~ 700) ;

- Des puissances de 10 (ex: 4832 ~ 5 x 10%);
- Des encadrements (ex : 54 est entre 10 et 102)

- lLanégligence de termes trés petits devant des termes trés grands (ex : 10** + 0,1 ~ 10%)
- Sil'écriture scientifique d’un nombre réel est a X 10", avec a décimal vérifiant 1 < a < 10 et n entier relatif, alors :
- sil < a < 5 Vordre de grandeur de a X 10™ est 10™

- si5 < a < 10 I'ordre de grandeur de a X 10™ est 10™*?

Par exemple l'ordre de grandeur de 2,345 x 10° est 105, celui de 5,415 X 10° est 10°.

m Quel est I'ordre de grandeur de 3 056 635,296 ?

g. On commence par déterminer I'écriture scientifique de
3056 635,296.

Ici, on doit décaler la virgule vers la gauche, si bien que la
puissance de 10 sera positive.

Ona: 3056635296 = 3,056 635296 X 10,

b. On compare ensuite 3,056 635 296 a 5.

Ici, 3,056 635 296 ...... 5.

c. lordre de grandeur de 3 056 635,296 est donc 10,

@ Quel est 'ordre de grandeur de 50 996,15 756 ?

a. On commence par déterminer I'écriture scientifique de
50 996,15 756.

Ici, on doit décaler la virgule vers la gauche, si bien que la
puissance de 10 sera positive.

Ona:50996,15 756 = 5,099 615 756 x 10,

b. On compare ensuite 5,099 615 756 a 5.

Ici, 5,099 615 756 ...... 5.

¢. Lordre de grandeur de 50 996,15 756 est donc 10,

@ Quel est I'ordre de grandeur de 0,0267583 ?

a. On commence par déterminer I'écriture scientifique de
0,026 758 3.

Ici, on doit décaler la virgule vers la droite, si bien que la
puissance de 10 sera négative.

Ona:0,026 758 3 = 2,67583 x 10,

b. On compare ensuite 2,675 83 & 5.

Ici, 2,675 83 ...... 5.

¢. Lordre de grandeur de 0,0267583 est donc 10,

13

Quel est I'ordre de grandeur de 0,000 070 538 ?

a. On commence par déterminer I'écriture scientifique de
0,000 070 538.

Ici, on doit décaler la virgule vers la droite, si bien que la
puissance de 10 sera négative.

Ona:0,000070538 = 7,0538 x 10",

b. On compare ensuite 7,0538 a 5.

Ici, 7,0538 ...... 5.

c. Lordre de grandeur de 0,000 070 538 est donc 10




@ Quel est I'ordre de grandeur de 0,0001621 ?

m Donner la puissance de 10 la plus proche de chaque
nombre.
Exemple : 782 ~ 10%; 31 627 ~ 10*

a. 248 ~ ...
b. 5124 ~..............
c. 19367 ~......
d. 801000 =~..........
e. 0,074 ~............
fo 6,42 ~ i

Encadrer chague nombre entre deux puissances de 10.
Exemple : 34 est entre 10 et 102,

a. 583 estentre: B s
b. 0,0071 estentre: . O
c. 23000estentre: e et sy
d. 0,48estentre: i S
e. 1250000 estentre: ..o, et wammsii

E Estimer la puissance de 10 la plus proche de chaque
expression.
Exemple : 19 X 51 ~ 20 X 50 = 1000 = 103,

A 19 X 38 m s s
b. 104 X 197 % it
€. 3,14 X 9,8 = ....... s e e s
d. 1,98 X 12,2 = .....qmusvmonsevsserssssasavssssssenssnsmpsmensssssssns
e 48,2+ 9,7 m i e

@ Estimer la puissance de 10 la plus proche des
expressions suivantes.

A 2,98 X 98 = i
2 B K T R

98,6
c. —=
99

51x82
2,05

(A et o T e

]

Estimer la puissance de 10 la plus proche des
expressions suivantes.

A AY X202 ® o
b. 3,98 X 9,8 % ..........smimsiiimniiasaiesi
(e Y R e i

14

m Repérer les résultats incohérents.
a. 42x19 =798

O Cohérent O Incohérent

b. 248 X 97 = 24 056

O Cohérent O Incohérent

c. 3,1x98=2852

0 Cohérent O Incohérent

............................................................................................

d. 102 X305 =3111

O Cohérent O Incohérent

e. 0,24 x 998 = 23,952

O Cohérent O Incohérent

Pour chague question, cocher la bonne réponse {(on
attend la puissance de 10 {a plus proche ou une
estimation pertinente).

1, 101 x99 ~

a 100 J 1000 0O 10 000 0 100 000
2. 1039 4+ 10730 ~
oo o1 O 103° 0 10730
3. 999% =
0 103 O 10% o1 105 O 10
4, \/S_z
i 06 a7 08
5. 12,4 X 98,6 ~
0120 0 1200 0 12000 O 120000
6. 3,98x198 ~
9,87
0O 10 0O 100 O 1000 O 10000
7. 210 »
0 10 O 100 0O 1000 0 10000
8. 3,14 x9,81 =~
o3 09 D 30 0O 300
9. 0,0047 X 20000 =~
O 0,01 ot O 10 O 100



10. Puissance de 10 la plus proche de 4200

O 102 0 103 o 10* O 10°
11.10%° + 10° ~
O 10° O2x10° 0100 o 101t

Classer dans 'ordre croisant.

- wx10%;
- 3,5x10%;
- 2x103%;

- 72x10%;

- 1,2x105;

- Lx108
2

Indiquer si chaque affirmation est vraie ou fausse.

a. mXx15%~ 300
O Vrai O Faux

15

b. V2 x105 ~1,4x105;

Vrai 0O Faux
5,2x102 0,64 ;

8,1x10

Vrai O Faux

. (1,2 X 103)2 ~ 1,445 ;

Vrai O Faux



13 S’assurer de la vraisemblance, de la cohérence d’un résultat.

Rappel

- Il estimportant, aprés un calcul, de vérifier si le résultat obtenu a du sens, réaliste, cohérent avec les données.
- Des erreurs de calcul, d'unités, ou d’interprétation peuvent mener a un résultat mathématiquement juste mais

absurde.
- Pourcela, on peut :

Certains résultats peuvent &tre estimés de téte pour vérifier une approximation (cf. item 12).
Vérifier les unités : un résultat en euros, en pourcentage, en personnes, etc.

Comparer avec des bornes connues :

- une proportion ne peut pas dépasser 100 %,

- une moyenne ne peut pas étre inférieure au Minimum ou supérieure au maximum,

- une remise doit faire baisser le prix,

Une variation positive puis négative ne revient pas a une variation nulle.

Un prix, une distance ou un nombre de personnes ne peut pas étre négatif.

Un ordre de grandeur trop élevé (ex : « le prix d’'une baguette est 2400£€ ») peut indiquer une erreur.

POU[ s’exe_fcer A2€les3Kg: 8€pour12Kg. A2€les4Kg:6€pourl2

Parmi les résultats suivants, cochez ceux qui

Kg. Donc le prix attendu est entre 6 et 8 €. Prix incohérent.
a. Un téléphone colite 300 €. On applique une remise de
15 %. Le prix final est de 280 €.

semblent possibles et cohérents dans leur contexte.

a. Unéléve aeu 18, 19 et 20 au bac blanc. Sa moyenne Bl B seT s
est17. G e e e 4 Y ceed e eSS sea e AR T SO SRR
O Cohérent O Incohérent

b. Une réduction de 10 % fait passer un produit de 50 € 3
............................................................................................. 40 €.

1 Cohérent O Incohérent

b. Une entreprise augmente un salaire de 10 %. Le salarié

passe de 2000 €2 2200 €. et e s e e et et n A e r e rten et e srtenree

O Cohérent O Incohérent

............................................................................................. passer un prix de 120 € 3 150 €.

¢. Un commergant dit qu'une augmentation de 25 % fait

¢. On réduit un prix de 20 %, il passe de 100 € a 80 €. SRELLES [ Incohérent

O Cohérent O INCONGreNnt ettt n s sae et e senne

............................................................................................. d. « Cette veste esta-30 % : elle passe de 100 € a2 80 € »

d. Dans un produit alimentaire il y a 120 % de lait. [ Cohérent M Incohérent

O Cohérent O Incohérent | sseesiesiessssiesiisii s s e v v s e

............................................................................................. E Une éldve obtient 10, 12, 13 et 15 & ses quatre

e. On acalculé que 25 % de 400 vaut 150. évaluations. On annonce que sa moyenne est 14,
Cohérent O Incohérent a. Lamoyenne annoncée est-elle vraisemblable ?

Pour chacun des résultats suivants, donnez un ordre
de grandeur attendu (sans calcul précis), puis dites si le
résultat donné est vraisemblable.

Exemple : On achéte 3,5 kg de pommes a 2 € le kilo. Le

prix payé est de 12 €.

Pourquoi ?

............................................................................................

16



m Un site propose une réduction de 40 % sur un produit
a 150 €. Le client affirme qu’il va payer 90 € de moins.
a. Ce raisonnement est-il juste ?

O Cohérent O Incohérent

c. Le prix final est-il 60 € ? Justifier.

m Un sac deriz de 5 kg colte 11,75 €. Un éléve écrit: « 1
kg colite 2,45 €, donc 10 kg coltent 24,50 €. »

O Cohérent O Incohérent

@ Un produit & 75 € subit une augmentation de 30 %.
Peut-il maintenant coGter 105 €?

O Cohérent O Incohérent

m On affirme que 18 % de 2000 est égal 4 1800. Cela te
semble-t-il cohérent ?

O Cohérent O Incohérent

@ Une entreprise de 500 salariés annonce que 10 % [0}

Cohérent O Incohérent

Un salarié gagne 2400 € par mois. Il consacre 60 % de
son salaire a son logement. Peut-il payer 1800 € de loyer ?

[0 Cohérent O Incohérent

17

m Lors d’un sondage, sur 1200 personnes, 1000 disent ne
pas faire confiance au gouvernement. On dit que c’est 8 %
des sondés.

O Cohérent O Incohérent

La masse d’un objet est solution de I'équation
(x — 3)(x + 2) = 0. Déterminer la masse de 'objet.

m Un artisan veut fabriquer un récipient dont le volume
doit étre de 36 dm?. Il choisit un parallélépipede rectangle
de hauteur 3 dm et dont |a base est un carré de

coté x dm. Déterminer x.

Un capteur thermique indique qu’une température t,
en degrés Celsius, vérifie : t2 — 49 = 0. Déterminer t.

............................................................................................

m On réduit chaque coté d’un carré de 5 cm. L'aire du
nouveau carré est de 36 cm?.
Déterminer la valeur x de la longueur initiale du c6té.



14 Effectuer des conversions d'unités : longueurs, aires, voiumes, contenances,
durées, vitesses, masses.

Rappel

- On rappelle ci-dessous la forme des tableaux de conversion pour I'unité de longueur (métre m), l'unité de masse
(gramme g) et 'unité de capacité (litre L).

mm--mmm

Unités de longueur dam

Unités de masse kg hg dag g dg cg mg
Unités de capacité kL hi dal L dL cL mL

Exemple 1 : Pour convertir 12,3456 dam en cm, il suffit de placer 12,3456 dam dans un tableau de conversion (en
plagant bien la virgule au bout de la colonne des dam et en ne mettant qu’un seul chiffre par colonne de part et d’autre
de la virgule) et de déplacer la virgule au bout de fa colonne des cm. On obtient alors :

D'oli: 12,3456 dam = 12345,6 cm.

TR ST 7250 7 I
1 2 3 4 5 6

D’ol : 12,3456 dam = 1.2345,6 cm.

Exemple 2 : Pour convertir 7,89 g en kg, il suffit de placer 7,89 g dans un tableau de conversion (en plagant bien la
virgule au bout de la colonne des g et en ne mettant qu’un seul chiffre par colonne de part et d’autre da la virgule) et
déplacer la virgule au bout de la colonne des kg tout en ajoutant des chiffres « 0 » si nécessaire. On obtient alors :

D’ol : 7,89 g = 0.00789 kg.

- Pour les unités d'aire le principe est analogue mais il faut prévoir deux colonnes par unité.

Exemple : 12,345 dm? = 1234,5 cm? car :
R O e
1 2 3 4 5

- Pour les unités du volume le principe est toujours analogue mais il faut prévoir cette fois trois colonnes par unité.
Notons qu’un litre est égal & un décimétre cube : 1 L =1 dm?® ou encore 1 000 L = 1 m?.

T . S S
kL hL dalL L dL cL mL
00 0 0 0o 0 o0 7 8 9
g 0 ¢ 7, 8 9

Exemple : 7,89 cm® = 0,00000789 mm® = 7,89 cm?.
- Pour les unités de temps on effectue généralement des produits en croix avec: 1 h = 60 min et 1 min = 60 s.

- Pour convertir une vitesse on peut commencer par convertir Funité en longueur puis on convertit I'unité de temps.

Exemple: 45km.h™* = 45000 m.h™* = 455% m.min~! = 750 m. min~%.

N



if convertir 5,73 km en m.
a. On commence par placer 5,73 km dans un tableau de conversion en faisant attention a la place de la virgule.

m |

b. Ensuite, on déplace la virgule vers la droite et on ajoute des « 0 » si besoin pour arriver jusqu'a la colonne des m.
Onadonc: 5,73 KM = ..occccevccinincvininneciienns m.

Convertir 36,2 cm en dam.
a. On commence par placer 36,2 cm dans un tableau de conversion en faisant attention a la place de la virgule.

b. Ensuite, on déplace la virgule vers la gauche et on ajoute des « 0 » si besoin pour arriver jusqu'a la colonne des dam.
)
24 /
Onadonc:36,2cm=......... [/31/({7‘ ................ m

@ Convertir 9,59 g en mg.
a. On commence par placer 9,59 g dans un tableau de conversion en faisant attention a la place de la virgule,

b. Ensuite, on déplace la virgule vers la droite et on ajoute des « 0 » si besoin pour arriver jusqu'a la colonne des mg.
ONadonc: 9,59 8 = oo mg

m Convertir 327,03 dg en hg.
a. On commence par placer 327,03 dg dans un tableau de conversion en faisant attention & la place de la virgule.

b. Ensuite, on déplace la virgule vers la gauche et on ajoute des « 0 » si besoin pour arriver jusqu'a la colonne des hg.
Onadonc: 327,03 dg = ..ccoovvvniciiinnniinnnniinnns hg.

[f convertir 301,071 Len cL.
a. On commence par placer 301,071 L dans un tableau de conversion en faisant attention a la place de la virgule.

b. Ensuite, on déplace la virgule vers la droite et on ajoute des « 0 » si besoin pour arriver jusqu'a la colonne des cL.

Onadonc: 301,071 L= v, cL.

@ Convertir 839 mL en dL.
a. On commence par placer 839 mL dans un tableau de conversion.

19



Ll | bl dat | L] dt | oct [ L]

b. Ensuite, on place le vigule au niveau de colonne des d.L

On adonc: 839 ML = .uscissemsiisssasiainimiigg dL.

Convertir 482,75 hm? en dam?
a. On commence par placer 482,75 hm? dans un tableau de conversion.

WSS T P30 T S I

b. Ensuite, on déplace la virgule vers |a droite pour arriver jusqu'a la colonne des dam?.

Onadonc: 482,75 hm? = ........[. /[’-7[- ........ dam?.

[if} Convertir 491,1 m? en km?.
a. On commence par placer 491,1 m? dans un tableau de conversion en faisant attention a la place de la virgule et en
veillant @ mettre deux chiffres par unité.

b. Ensuite, on déplace la virgule vers la gauche et on ajoute des « 0 » si besoin pour arriver jusqu'a la colonne des km?2.

Onadonc: 491,71 M2 = .ooiieeeeeeeeeeeeeeeee e s km?.

[f] convertir 127,34 cm® en mm?®.
a. On commence par placer 127,34 cm?® dans un tableau de conversion en faisant attention a la place de [a virgule et en
veillant @ mettre trois chiffres par unité.

b. Ensuite, on déplace la virgule vers |a droite et on ajoute des « 0 » si besoin pour arriver jusqu'a la colonne des mm?.
Onadonc: 127,34 cm® = 4Z‘79740 mm?.

Convertir 1776,8 dam® en hm?.
a. On commence par placer 1776,8 dam?® dans un tableau de conversion en faisant attention 3 la place de la virgule et en
veillant a mettre trois chiffres par unité.

| b | damt [t | dm [ am [ m

b. Ensuite, on déplace la virgule vers la gauche pour arriver jusqu'a la colonne des hm?,
Onadonc: 1776,8 dam® ...oceceerevvereervvrererseres .. hm?.

Convertir 61,72 m® en L.

a. On commence par placer 61,72 m? dans un tableau de conversion en faisant attention a la place de la virgule et en
veillant a mettre trois chiffres par unité de volume.

20



kL AL daL L dL et mL

b. Ensuite, on déplace la virgule vers la droite et on ajoute des « 0 » si besoin pour arriver jusqu'a la colonne des L.

Onadonc: 61,72 m?* = ... ( 7%20 ............ L.
1 mS

Convertir 5,148 kL en dam?®.
a. On commence par placer 5,148 kL dans un tableau de conversion en faisant attention a la place de la virgule et en veillant
a mettre trois chiffres par unité de capacité.

ki hl dal L dL cL mL

b. Ensuite, on déplace la virgule vers la gauche et on ajoute des « 0 » si besoin pour arriver jusqu'a la colonne des dam?®.
Onadonc: 5,14B KL = iiiiiiiinieiinisne dam?3.

E Convertir 6 h 26 min 42 s sous la forme d'un nombre décimal d’heures.
Si on note H le nombre d’heures, M le nombre de minutes et S le nombre d’heures, alors le nombre décimal d’heures est

M S
H+ 5% 5500

lci, onadonc6h26min42s =........... E — e o B e e h.

m Convertir 9,34 h sous la forme ......... h. min ........ S.
a. Le nombre d’heures pleines est la partie entiére de 9,34 (c’est-a-dire, pour un nombre positif, la partie située avant la
virgule).

Dans 9,34 h, il y a donc ......... h pleines.
b. On s'intéresse ensuite 3 la partie décimale de 9,34. On la multiplie par 60 pour obtenir le nombre décimal de minutes.
Icibona(,...........t X60=............ min.

¢. Enfin, on s'intéresse 4 la partie décimale du nombre de minutes. On la multiplie par 60 pour obtenir le nombre de
secondes (éventuellement décimal auquel cas il peut y avoir des dixiemes, des centiemes, des milliemes... de secondes).

Ici,ona0,.cc.oeent X60=............ S.

d. Finalement:9,34h=............ | P Mil..ovennn... s.

Convertir 5m- s enkm - h™
a. On commence par convertir 'unité de longueur : 5m =.............. km.

b. La distance parcourue en une heure est 3600 fois plus grande que celle parcourue en une seconde (puisque 1 h=
3600 s).

Donc:5m-st=......cc.....s km-st =........o..... X 3600km-h™t =.............. km - h72.

f convertir 54 dm - min~ en cm - 57
a. On commence par convertir I'unité de longueur: 54dm = .............. cm.
b. La distance parcourue en une seconde est 60 fois moindre que celle parcourue en une minute (puisque 1 min = 60 s).

Donc:54dm -min~t=.............. cm - min~

21



Pour s’exercer

Convertir 0,155 m en cm.

.............................................................................................

.............................................................................................

...........................................................................................

.............................................................................................

.............................................................................................

.............................................................................................
.............................................................................................

.............................................................................................

.............................................................................................

.............................................................................................

400046 ¢
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25} Convertir 7,045 m® en mL.
........... o 1

....... 2.0
........ia.é.;tﬁ...a.g Lo

Convertir 7 h 15 min 36 s sous [a forme d'un nombre
décimal d'heures.

............................................................................................

............................................................................................

@ Convertir 2,56 h sous la forme h min....s
E Convertir 7cm - s~ en m-h~
m Convertir 24 hn - en dam - min
140 . (_) 54( Ut £ .
P & XJé o"

m Sachant qu'un are est égal & 1 dam?, convertir
250 ares en m2,

............................................................................................
............................................................................................

............................................................................................

E Sachant qu'un hectare est égal & 100 ares et qu'un are
est égal a 100 m?, convertir 5 hectares en m2.

............................................................................................
............................................................................................

............................................................................................
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1 Suites numériques 1 Définir une suite

1 Notion de suite

Intuitivement une suite de nombres réels est une liste ordonnée de nombres réels « numérotés » a l'aide d’entiers naturels.

~
P Définition 1. 1 ) ™
Suite numérique

On appelle suite numérique toute fonction u : n + u(n) définie sur N (ou
seulement pour n > k avec k € N).

Le nombre u(n), noté u, (« u indice n ») est appelé terme de rang n ou terme
général de la suite.

La suite u est notée (.un)neN (ou (u,)nsr) ou plus simplement (u,,).

\_ &

Remarque

Il ne faut pas confondre le
nombre uy, et (uy,) : u, est le
terme de rang n de la suite (u,,).

Représentation graphique
La représentation graphique d’une suite est constituée de points isolés pouvant étre représentés :

- soit en placant les réels uy, 1y, ... sur une droite graduée, | - soit en plagant les points de 36
coordonnées (0;ug), (1;uy), ... >
iy Uy uy iy [ dans un repére. : !
3 2 4 0 1 2 3 1 4
0 1 2 3 4
-1 L4
S
A
Sur le graphique ci-contre on a représenté les premiers termes d’une Pk dob ol s ,:
|
suite (c,). 2 i |
1. Quelle est la valeur du deuxiéme terme de la suite ? SUSVISUN (AU S
Exemple 1.1 L, 1 ¢ i |
2, Quelle est |a valeur du terme qui précéde ¢, ? 1 ) )
3. Représenter les termes ¢,, pour n € [0 ; 5] sur une droite HEEERENE RN
graduée C C 64 O| """ £ | FEFET S
. C /
1 3 ¢ £§ G ;
Igf’ o4 / -4t 4 —i
2 Modes de génération d’une su1te 0 ¢ Z 3

Une suite (u,) est entiérement définie sur N (resp & partir d’un certain rang k) si on est capable de donner u, pour
n’importe quel entier n € N (respn > k). Il existe beaucoup de fagons pour définir une suite mais au lycée on en distingue
principalement deux : explicitement ou par récurrence.

2. 1 Suites définies par une formule explicite u,, = f(n)

Définition 1. 2 )

formule explicite : u,, = f(n)
Une suite (u,) est donnée par une formule explicite lorsque le nombre
U, est donné en fonction du nombre n. On a doncu, = f(n) ol f est
une fonction.

Conséquence

Dans le plan muni d’un repére, les
points (n; f(n)), représentant la suite
de terme général u,, = f(n), sont
situés sur la courbe représentative de f.

Pour chacune des suites de terme général u, indiquer a partir ;A oS0
de quel rang elle est définie, calculer ses trois premiers o 1
Exemple 1.2 | termes et exprimer u,,, et us,., en fonction de n et donner 1{ )
un algorithme renvoyant u,, pour n € N donné. _10 12345678 5 10 111?
a. U, =(-D"2n—-1 b. u, = ﬁ -2



1 Suites numériques 2 Modéliser a I'aide d’une suite récurrente

2. 2 Suites définies par une relation de récurrence u, 1 = f(u,)

Définition 1. 3 )

définition par une relation de récurrence : Uy, = f(uy)
Une suite est donnée sous forme récurrente (d’ordre 1) lorsque :

- sonpremier terme Uy, .(p € N) est donné

- le terme u, ., est donné en fonction du terme précédent u,,.
On adonc u,,, = f(uy,), appelée relation de récurrence, ol f est une fonction.

Soit (uy,) la suite définie par uy = 1 et, pour tout entier naturel n, uy; = 3u, — 1.
1. Exprimer u, en fonction de u, et calculer u4. Calculer u, et us.

Exemple 1.3 | 2. Exprimer u, en fonction de u,_;. Exprimer u,,,, en fonction de u,,.

3. Proposer une fonction f telle que Vn € N,u, ., = f(u,).

4. Donner un algorithme demandant un entier n en entrée et renvoyant le nombre u, en sortie.
Remarques

- Contrairement aux suites explicites, avec la seule donnée du premier terme et de la relation 1,1 = f(u,), on ne peut
pas calculer un terme quelconque de la suite sans avoir obtenu tous les termes précédents.

- Une suite définie par récurrence peut faire intervenir plus de deux termes consécutifs. Par exemple, |a suite de Fibonacci
définie pas la donnée deug = 0, u; = LetVn € N, uyyy = Uypq + Uy, est une suite récurrente d’ordre 2 (un terme est
défini en fonction des deux termes précédents).

- La donnée d’un terme initial et d’une relation de récurrence d’ordre 1 ne définit pas toujours une suite. Prenons par

exempleuy, =2etf : x € R\{1} » x—il
Onau, = ﬁ = 1 mais u, n’existe pas puisque I'image de 1 par f n’existe pas. Cet exemple montre que si il existe x €
Df tel que f(x) & Dy (ie : Dy n’est pas stable par f) alors la donnée de u, et d’une relation de la forme ;41 = f(uy,) ne
définit pas nécessairement une suite.
Pour autant, ce n’est pas parce que f(Df) & Dy qu’on ne peut pas définir une suite récurrente avec f. En effet, ce
probleme d’existence des termes de la suite dépend également du premier terme choisi. Prenons par exemple u, = —1.
On a alorsu, = —i;u2 = —g; Ug = —%;u4 = —%; etc. On pourrait montrer que lorsque x € [—1;0] alors f(x) €
[—1;0]. On en déduirait que lorsque un terme u, appartient a I'intervalle [—1; 0] alors le terme suivant, U, = f(uy,),
appartient aussi a l'intervalle [—1; 0], ce qui permet d’affirmer, puisque uy € [—1;0], que la suite est définie. Plus
généralement, si u, appartient a un intervalle I stable par f alors V n € N, u,, existe et est un élément de /.

Représentation graphique
Dans le cas d’une suite récurrente, on ne cherche pas en général a représenter graphiquement la suite par I'ensemble des
points M,,(n ; u,). On préfére représenter ses premiers termes sur un axe, le plus souvent I'axe des abscisses, en s’appuyant [5 5)

4=X

sur la courbe représentative de la fonction définissant |a relation de récurrence.

Construisons les premiers termes de la suite (u,) définie par
Uy = —1 et, pour tout entier naturel n, U, = \/W
1. a Surlegraphique ci-contre tracer la droite d’équation
y=X.
b. Placer le premier terme u, sur I'axe des abscisses ;
Utiliser C¢ pour construire u, = f(u,) sur I'axe des
ordonnées ;

d. Reporter u, surI'axe des abscisses & I'aide de la droite /
d’équation y = x ;

Exemple 1. 4

2. Procéder de méme pour construire les termes Uy et uy
sur I'axe des abscisses. i

3. (un) semble-t-elle converger ? Si oui vers quel réel ? 5 |



1 Suites numériques 3 Déterminer le sens de variation d’une suite

3 Sens de variation d’une suite

e\
Définition 1. 3 . ) ,
J Suite croissante, décroissante, constante, monotone\

Soit (u,,) une suite de nombres réels. On dit que

i. (uy) estcroissante lorsque Uy < Uy, YN EN;

ii. (uy) est décroissante lorsque u,, = Upy VN EN;

iii. (u,) est constante (ou stationnaire) lorsque U, = u,.; Vn € N;
& (uy,) est monotone lorsqu’elle est croissante ou décroissante.

Remarque

On définit de méme une suite strictement croissante ou strictement décroissante.

Pour certaines suites I'inégalité u,,.4 = u, n'est vraie que pour n = p. On dit alors que (u,) est croissante a partir du
rangp.

La définition précédente ne doit pas laisser penser qu’une suite est soit croissante soit décroissante. Par exemple la suite
de terme général u,, = (—1)", prenant la valeur 1 si n est pair et —1 sinon, n’est ni croissante ni décroissante. Cette suite
est d’ailleurs qualifiée d’alternée.

Pour démontrer qu’une suite n’est pas monotone il suffit de deux inégalités constituant un contre exemple.

La méthode la plus générale pour étudier la monotonie d’une suite consiste & étudier le signe de la différence uyq — Uy.

[l

i. 2
ji. Une suite (u,,) est décroissante si et seulementsivVn € N, u,,; — uﬂlé 0 Shit (n i E)

S o )
( Propriété 1. 1 ) Exemple 1. 5

monotonie et signe de Uy, — Uy,
Une suite (u,) est croissante si et seulementsiVvn € N, ty, 1 —u, = 0

Etudier la monotonie de (u,) ol :

b. up =letuyy; =u, (1 —u,)

Lorsque les termes d’une suite sont strictement positifs, dans certains cas, notamment pour des suites dont le terme général

con

Soit (u,) une suite réelle a termes strictement positifs,
i

ii. (uy) eststrictement décroissante si et seulementsiVn € N % <1

tient une puissance ou un produit, la propriété suivante permet d’étudier rapidement la monotonie.

Propriété 1. 2 Exemple 1. 6

J monotonie et comparaison de W, 1 /U, a1

" Etudier la monotonie de (u,) ol:
7Tl
(uy,) est strictement croissante si et seulementsivn € N Indi s g a. Uy =T

Un 5
b. uy = 3 etuyy = u, (1 +n°)

n

Slu

Si f est une fonction définie et monotone sur un intervalle [p ; +o[ alors la
suite (u,) de terme général u,, = f(n) a la méme monotonie que f 3 partir
du rang p.

ne suite est définie de fagon explicite par I'égalité u,, = f(n), pour tout entier n, on peut utiliser le résultat suivant :

Ay \
Propriété 1. 3 ) g | Exemple 1.7
monotonie et suites de la forme u,, = f(n)

Etudier la monotonie de (u,,) ol :
U, =n*—n

Remarque

La réciproque est fausse. Le graphique ci-dessous donne un exemple de ¥ /1‘“ (
suite (u,,) croissante définie par u, = f(n) ol f ne 'est pas sur R,.
Ce résultat ne s’applique pas aux suites définies par récurrences. Par

exemple avec la suite définie. P
[ofiy th fy ity 1%




awle

o # 00 J

1 Suites numériques X ’ . { Activités
Activité 1 : Découvrir la notion de suite numérique ‘ "‘t' ‘ )

On onslgére la liste infinie de nombres suivante : Cette forrlmrjle est appelée formule explicite de la suite
M CeA = _8;_5;_2;];4’ 7 }N§61L (Un)nen- s’

1. Poursuivre la liste, de maniére logidue, en donnant les ' U, =n+3 U, = —84+3n U, = —8n+3
deux nombres suivants. b. En déduire le terme de rang 20 de la suite (1) ney-

2. la liste donnée constitue une suite de nombres 4. Ualgorithme ci-contre, rédigé en langage Python,
ordonnés qu’on appelle suite numérique. On peut écrire donne la liste des premiers termes d’une suite (Wy,) nep.
les réels de cette liste a I'aide d’une notation indicielle, a. Déterminer le terme initial v, de la suite.

permettant de numéroter les éléments de la liste, en b. Quel est le troisiéme terme de la suite ? Quelle est |a
posant par exemple ug = —8;u; = —5;u; = —2;uy = valeur de v3 ?

1; etc. la suite (—8; =5; —2; 1; ,.) s'écrit alors ¢. Compléter la phrase : la ligne 2 permet d’afficher v_ =
(4o 5y ; Uy ; Uz ; ... ) OU plus simplement (1, nen.

a.AMValeur du terme ug ? 1 v=[0,1,8,27]

2 v.append(64)

L'instruction .append de Ia ligne 2 permet de rajouter un
terme a la liste v.

5. Comment définir une suite de maniére explicite ?

Quel lien avec la notion de fonction apprise en seconde ?

b. Quelle est la valeur du 6™ terme de la suite () ey,
comment peut-on le noter ?

3. a. Parmi les formules proposées, laquelle permet
d’obtenir u,, en fonction de son rang n ?

Activité 2 : Découvrir la notion de suite définie par récurrence

On souhaite introduire la notion de suite définie par Uy = 3.
récurrence a I'aide du programme ci-dessous. 3. Préciser les valeurs de u,, u, et us.
1 u=float(input(“entrer un nombre : “)) 4. a. Quelle formule permet de passer de u; a u, ? Et de
2 u=2*u 8

Uyalz?
3 u=u+lp e _ . _
4 print(uw) b. Pour tout entier n, exprimer u,,,, en fonction u,,.
1. Appliquer le programme pour le nombre 3. 5. Combien de termes faut-il calculer pour déterminer
2. Appliquer de nouveau le programme au résultat Ugo ?
obtenu. 6. Compléter I'algorithme donné pour qu’il calcule et
On continue d’appliquer le programme a chaque nouveau affiche u,, olin est un entier a saisir par I'utilisateur.
résultat. On obtient alors une suite de nombres. Pour tout 7. Que signifie « définir une suite par récurrence » ?
entier naturel n = 1 on note u, le nombre obtenu lors de Quelle différence principale y a-t-il avec les suites définies
I'application du programme au n-iéme résultat. On pose explicitement ?

Activité 3 : Déterminer le sens de variation d’une suite

Dans chacun des graphiques ci-dessous, une suite (u,,) définie sur N a été représentée.
a.

L
“..-o....

o' "2 4 6 8 10 12 14
f.

2 o 50 s & sese #

4 8 12 o' 4 8 12
1. Pour chacune des six suites représentées, déterminer
quelle(s) propriété(s) semble(nt) étre vérifide(s). 2. En considérant les suites comme des fonctions
Propriété 1:Vn e N, u,,.; = u, particuliéres, quelle(s) propriété(s) parmi les propriétés 1,
Propriété2:Vne N, u,., < u, 2, 3 et 4 semble(nt) caractériser le fait qu’une suite est
Propriété3:3n € N, upyq = U, croissante ? décroissante ? Expliquer.
Propriété4:3n € N, upy > u,




1 Suites numériques

Exercices

1.Définir une suite

Exercice 1. 1 (Hatier 54 p 30)

Les premiers termes de la suite (f,) sont
=7, =3, =Tetiz3=3.
Parmi les formules explicites suivantes, trouver ceile qui
peut correspondre a la suite (). Justifier.
a.7-4n b.4n2-8n+7
c.7-4" d.5+2x(-1)"

Exercice 1. 2 (Hatier 55 p 30)

La suite (b,,) est la suite des multiples positifs non
nulsde 7.0naalors hg=1x7=17.
a. Calculer b, et b,.
b. Quel est le terme qui précéde bg et quelle est
sa valeur ?
¢. Quel est le terme qui suit by et quelle est sa valeur ?

Exercice 1. 3 (Hatier 65 p 31}

1.  Pour chacune des suites ci-dessous, déterminer
une expression du terme d'indice n+ 1 ot n € N.
a.u,=3-05" b.v,=4n+V5+n

c.w, = 2,?:73 d.t,=1-5n+2n?

2. Méme question avec le terme d'indice n + 2 puis 2n + 1.

Exercice 1. 4 (41 p 86)

Soit une suite (u,) définie de la maniére suivante : pour
tout entier naturel », le terme d'indice n est égal au carré de
son rang auquel on soustrait 3,

Donner l'expression de i, en fonction de n.

Exercice 1. 5 (44 p 86)

On considére J'expérience aléatoire consistant a lancer
plusieurs fois un dé cubique dont les faces sont numérotées
de 126 et noter la liste des nombres obtenus,

1. Combien y a-t-il d'issues possibles si on lance deux fois le dé 2
2. Combieny a-t-il d'issues possibles si on lance trois fois le dé ?
3. On appelle v, le nombre d'issues possibles pour n lancers
successifs du dé.

a. Donner les valeurs de vy, v, et vy

b. Exprimer v, en fonction de n.

Exercice 1. 6 (48 p 86)

On construit une suite de carrés: le premier carré a pour
coté une unité, le deuxiéme carré a pour coté deux unités, ...,
le n-iéme carré a pour coté n unités. On prend pour unité d'aire,
I'aire du carré de coté une unité.

1 unité

-

Pour tout naturel # non nul, on note g, I'aire du n-iéme carré.
1. Donner a,, a,, a; et a,

2. Déterminer I'expression de a,, en fonction de n.

3. Calculer la valeur de ay.

Exercice 1. 7 (Hatier 57 p 20)

Pour chacune des sultes ci-dessous, calculer
les six premiers termes, puis représenter le nuage de
points correspondant.

. _05n+3
a. Pour tout nombre entier naturel n = 2, u, = o1

b. Pour tout nombre entier naturel n, v, = 1,6 -2,
c. Pour tout nombre entier naturel n, w, = n2 - n,
d. Pour tout nombre entier naturel n, £, =1 + 2 x (-1)".

2. Pour chacune des suites précédentes, exprimer le
terme d'indice n + 1 en fonction de n.

Exercice 1. 8 (Hatier 64 p 31)
Pour calculer un terme de la suite (v,,) définie sur N, on
utilise la fonction en Python ci-dessous.

1 def V(n): [
2 t=n*n+5
= pow(2,n) permet
e t=t/pow(2,n) de calculer 2",
4 return t

a. Calculer vy, vy 6t V5.

b. Exprimer v, en fonction de n.

¢. En déduire une autre écriture de cette fonction en
Python utilisant une seule affectation.

Exercice 1. 9 (Hatier 61 p 31)
Ecrire une fonction en Python de parameétre n, un
nombre entier naturel, et qui renvoie la valeur de :
3
_n°-5

Yn= gy

Exercice 1. 10 (Hatier 63 p 31)
On utilise la feuille de calcul ci-dessous pour calculer
les premiers termes de deux suites (b,) et (c,,).

i A | B c D 3 F
1 n 0 1 2 3 4
2 b,
3 c, 1 £ 1 5 |

a. Pour tout nombre entier naturel n, b, = 3 + n + n?,
Quelle formule, & recopier vers la droite, peut-on saisir
dans la cellule B2 pour calculer les termes de la suite
(by) ?

b. Pour calculer les termes de la suite (c,), on a saisi la
formule suivante dans la cellule B3 : =B142-C1.

Quelle est la formule explicite de la suite (c,,) ?

Exercice 1. 11 (livrescolaire 41 p 32)
On souhaite calculer les termes d’une suite a l'aide d'un

tableur.
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| a B [ 0 £ F
| n o B2M Y 2 3 4

2 ™ 2 |=awA2esa -2

1. Si on étend la formule de la case €2 4 la case D2,
quelle est la valeur de u, ?

2. Exprimer le terme général u, en fonction de n en
utilisant la formule donnée par le tableur.

Exercice 1. 12 (Hatier 58 p 30)

On a représenté ci-dessous les premiers termes de
la suite (£,) par un nuage de points.
3-“ In
2_.

N
+w
Nk

o+

+
+

-3

a. Réaliser un tableau de valeurs.

b. Quelle remarque peut-on formuler sur les points
du nuage ?

¢. Conjecturer une formule explicite de la suite (z,,).

d. En supposant exacte la conjecture émise a la ques-
tion e, & partir de quel nombre entier k, ;, est-il supérieur
ad4o?

e. Ecrire un algorithme demandant un réel positif A en
entrée et revoyant le premier entier k tel que t, = Aen
, sortie,

Exercice 1. 13 (Hatier 60 p 31)
On considére la succession de figures suivantes.
i | ‘

] -

Figure 1 Figure 2 Figure 3

On note b, le nombre de batons nécessaires a la
construction de la figure n ol n € N,

1. a. Donner les valeurs de by, b, et by.
b. Tracer la figure 4 et donner la valeur de by.
c. Conjecturer une formule explicite de la suite (bp).

2. En supposant exacte la conjecture émise a la ques-
tion 1c, déterminer :

a. la valeur de b,y ;

b. guelle est la plus grande figure que 'on puisse
construire avec 200 batons.

Exercice 1. 14 (69 p 88)

On considérela suite (v,) définie pour tout entier naturel 1,
parv, =5n- 1.
Déterminer le plus petit entier p tel que v, > 300.

Exercices

Exercice 1. 15 (70 p 88)

On considére la suite (w") définie pour tout entier naturel n,
parw,=-n?+2n+13.
Déterminer le plus petit entier p tel que w, < 10.

Exercice 1. 16 (71 p 88)
On consideére la suite (c,) définie pour tout entier naturel n,
parc, =n+ 1. Déterminer le plus petit entier p tel que c,>28,

Exercice 1. 17 (CQFD 43 p 66)
Dans chaque cas, conjecturer si possible la limite
éventuelle de la suite représentée dans un repére.

a. _.....-b.1T_,, . :

NSNS 01 5¢ 19, 15

1234567 —r .
C. : d.

s,'l t 14 -

_40 S.- 10 . R -

- 80 : R
- 120 . 2 ¢ 10

- 160 2 i

Exercice 1. 18 (22 p 85)
On considére une table de valeurs des suites suivantes.

Conjecturer leur limite.

a. Pour tout entier naturel n = 1,1, = 1 ——13«.
n

. " "

m 1] 10 | 100 1000 10000 |

1 0099 | 09999 | 0999999 | 0,99999999 |
b. Pour tout entier naturel , 1, = 1. B
n (1] 0 [ 100 | 1000 |

1
| w, | 1] 10000

U

M

; 100000000 | 1000000000000 |

Exercice 1. 19 (23 p 85)
Soit (v,) la suite définie sur N par
v, =n?=16n+55.
a. A l'aide de la calculatrice, observer les termes v, pour des
grandes valeurs de 5.

b. Quelle conjecture peut-on faire sur la limite de v)?

Exercice 1. 20 (CQFD 86 p 72)
Soita, b et ¢ des réels. On définit (v, ) sur N par:
v, =an® +bn® +cn?,
1. Montrer que, quel que soit l'entier naturel n, on a

. . 1 1 1
V.=V, =n* sietseulementsi a=—, b=—— et c=—.
4 2 4

2. Démontrer que, pour tout entier naturel non nuln,on a:
BB+ 4=y, .

3. Pour tout entier naturel non nul n, en déduire :

B2+, 403 :[M)Z.
2
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Exercice 1. 21 (Hatier 153 p 40)

Maélys a fabrigué une succession d'octaédres pleins
avec des briques de construction carrées. Voici ses pre-
miéres constructions.

Sa premiére construction est constituée d’'une seule
brique, la seconde de 6 et |a troisigme de 19.
a. Combien y a-t-il de briques carrées dans sa quatriéme

Exercices

construction ?

b. On note B,, le nombre de brigues carrées nécessaires
3 la construction du n'®™Me octagdre, ol n désigne un
nombre entier naturel non nul.

Justifier que, Vn € N*, B, = 2 x (1 + 22 + ... + n?) - n2.
¢. On admet que, Vn &€ N* :

1+22+ +n2=EMM
= )
3
En déduire que, Vi € N*, B, = «2_"-3—+—Il-

d. Combien de brigues le 10°® octaédre compte-t-il ?
e. Quel est le plus grand octagdre que l'on peut
construire avec 2 000 briques carrées ?

2 Modéliser a I'aide d’une suite récurrente

Exercice 1. 22 (14 p 84)

Soit (+,) la suite définie par son premier terme f,=-3 et
telle qu’en multipliant un terme par 4 et en lui ajoutant 5 on
obtienne le terme suivant.

a. Déterminer r, et ,.
b. Exprimer ¢, a 'aide de £,

Exercice 1. 23 (58 p 87)
On donne la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par

= - =f2u?-
uy=2etlarelationu, = 2u,” +2.

1. u estégala:

a.v22 b.2 <10
2.u,estégala:
= 22 b.2 c.{10

Exercice 1. 24

Donner dans chacun des cas les valeurs de u,, uz et uy.
1. ug=0,1u; = letuy,; =3Upps — U, YN 20

2. up=0,u; = letuyyy = Upsg + Uy, V20,

Exercice 1. 25 (42 p 86)

Soit () la suite définie pour tout entier naturel n telle
que w, = -4 et chaque terme se déduit du précédent en le
multipliant par 3 et en lui ajoutant 1.,

1. Vérifier que w, est égal a -11.
2. Calculer w,,
3. Donner la relation entre w,, , et w;, pour tout entier naturel ».

Exercice 1. 26 (livrescolaire 48 p 33)
On considére les suites suivantes définies sur I¥.

{u0=3 {uu=-1
a. _ C. _
u,, =5u,-3 u,,,=(n+u, +2
u, =1
u. =1 0
b.{ o _ d. u?
Uy = ity = (n=3) [un+1=2n-?-3

1. Pour chacune des suites, exprimer u, en fonction de
u, , pour tout entier n>1 puis u, ,, en fonction de
u,,, pour tout entier n.
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2. En déduire une expression de u,,, en fonction de
u, et de l'entier n.

Exercice 1. 27 (45 p 86)

On place 15 000 € sur un livret d’épargne rémunéré a
2 % d'intéréts composés. On suppose que l'on retire 400 €
chaque début d'année a partir de la deuxiéme année.
1. Calculer le capital au bout d’un an apres le retrait de 400 €.
2. Onappelle v le capital présent au bout de la n-ieme année
aprés le retrait de 400 €. Exprimer v, , en fonction de v,

Exercice 1. 28 (46 p 86)

On considére la suite de motifs ci-dessous dans laquelle
on rajoute un point a chaque étape. Pour tout entier naturel
n non nul, on appelle i, le nombre de segments tracés sur le
n-iéme motif,

1¢" motif 2¢motif 3¢ motif 4e motif

1. Donner les valeurs de u,, u,, uy et u,.

2. Exprimer pour tout entier naturel 7 non nul, u,,,, en fenction
deu,.

Exercice 1. 29 (49 p 86)

Sur une droite graduée, le point A, a pour abscisse 0, le
point A, a pour abscisse 1. Le point A, est le milieu de [AA,],
A, est le milieu du segment joignant A, et A,.

On itére le procédé et pour tout entier n supérieur ou égal a 2,
A, est le milieu du segment joignant A, _, etA, _,.
Pour tout entier naturel i, on note x, 'abscisse du point A,

A, A, A, A, A,
Pt
0 0.25 0,5 0,75 1

Donner les deux premiers termes de la suite (x,) et la refation

derécurrence liantx,, x,_; etx, ,.

Exercice 1. 30 (livrescolaire 46 p 33)
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On souhaite calculer les termes d'une suite a ('aide d'un
tableur.

1. A e — 2. o O
in v, in U
2 0\ 3 2 0 .1.
) 11=3°8241 | | 1=0242°A3

P 2 ‘ 2

Pour chacune des feuilles de calcul, écrire la relation

donnant u, . en fonction de u, .

Exercice 1. 31 (Hatier 88 p 33)

On utilise la feuille de calcul ¥ o 8 ¢
ci-contre pour calculer les pre- 1 n b, c,
miers termes de deux suites |2 0o [ | -3

3 1 1,5
(B) et (cy). 4 2 02 |
1. La suite (b,) est défi- 5 3 A5 |
nie par by=5 et, VvneE N, 6 4 9

7 5 05

b,,1=3-n+b,
a. Quelle valeur doit-on saisir dans la cellule B2 ?

b. Quelle formule, & recopier vers le bas, peut-on saisir
dans la cellule B3 pour calculer les termes de la suite
(by) ?

2. Pour calculer les termes de la suite {Cp), ON a saisi
la formule suivante dans la cellule C3 : =(C2-A2)/(C2+1).
Définir la suite (c,).

Exercice 1. 32 (Hatier 90 p 33)
Pour calculer un terme de Ia suite (v,,) définie sur N, on

utilise la fonction en Python ci-dessous.

1 def v(n): 5
| 2 t=4

“ 3 for k in range(n): |
| 4 t=2*t-5

I 5 return t

a. Quelie est la valeur de v, ?
b. Proposer une forme récurrente de la suite (v,).
c¢. Déterminer la valeur de v,

Exercice 1. 33 (64 p 88)
On considére a suite (us,) définie par

uy= 3 etl'algorithme ci-contre per- ! L G'[BU] :
mettant de créer la liste des termes | b é_, antde ;
de la suite de i, 3 u,. On considere : "OUr‘vanantde fan |
) = 32 U« flU) :
fx)=vx? +1. !
1. Détermine ue contient la | LeL+{U] ‘
. Déterminer ce que contient la ! Fin Pour |

variable Z en fin d'algorithme pour
n=4,
2. Exprimer u,,,, en fonction de v, pour tout entier naturel ».

Exercice 1. 34 (73 p 88)
Soit (v,) la suite définie par vy=4 """ ST

et L =\~'”+“v""‘. ‘: Se—4 E

4 d . . i
1. Compléter lalgorithme ci-contre | Pourivariantd s M 5
pour que la variable S contienne | | V¢ V.t ;V 5
la somme vy + ... + vyenfin | IS¢ SN !
d'algorithme. =
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2. Ecrire une fonction Python de
paramétre N qui retourne la somme vo+ ... + vy,

Exercice 1. 35 (Hatier 76 p 32)
La suite (u,) est définie par Ug = 0 et, pour tout
nombre entier naturel n, u,, , 1 = flu,) ou :
flx) = 0,5x(4 —x) + 2.
a. Expliciter la relation entre 1, , 4 et u,,
b. Calculer uy, u, et u,.
c. Conjecturer la valeur de usgsp-

Exercice 1. 36 (Hatier 77 p 32)

La suite (v,) est définie par vy = 4 et, pour tout

2v, -5
4

nombre entier naturel n, v, , , =
a. Caleuler vy, v, et v,.

b. Donner une expression de la fonction f telle que
Un 41 =fluy,).

Exercice 1. 37
On a représenté ci-dessous la fonction f définie sur

[~6; oo par f(x) =Vx + 6.
On considére la suite (u,) définie par son premier terme
U et la relation de récurrence up ., = f(u,,).

T T L e ign 1
z == . ] ,’ ‘41’
4T v
|- e e |1 7_/
// v ]
% - g
J 7 ::_\“
“ ol; #A s 0y 4@0|

1. Construire les premiers termes.de la suite (uy,) avec

a. uy=-5;

b. uy, =8.

Dans chaque cas décrire le comportement de la suite : les
termes augmentent-ils ou diminuent-ils ? La suite semble-
t-elle avoir une limite ?

2. Quelle est la particularité de la suite lorsqu’on choisit
Uy =37

Exercice 1. 38
Sur les figures suivantes on a représenté les termes d’une
suite définie par récurrence. Par lecture graphique donner
les trois premiers termes de chaque suite et la relation de
récurrence liant u, 4 a u,,.
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rEEEREE TR ) i u,\
Dans chaque cas, donner pa{’lecture graphlque, les trois
premiers termes de la suite, une relation de récurrence

liant u,41 & U, et conjecturer lalimite de (uy,).

Exercice 1. 39 (65 p 88)

On considére lasuite () déﬁnie pour tout entier naturel n par:
Uy =12~ letuy=-2.

1. Ecrire une fonction Python de paramétre n qui retourne la

liste des n premiers termes de la suite ().

2. Emettre une conjecture sur la limite de la suite (u,).

Exercice 1. 40 (67 p 88)
Soit (u,) la suite définie paruy =15 def seuil( ) :
etlarelation,,,, = 3u, +7 pour tout Fl 15

entier naturel ». A
Compléter la fonction Python ci- | wh:.le H & "
R A 47 |

contre afin qu'elle retourne le plus :
petit entier p tel que i, > 1 000. ’ return (N)

Exercice 1. 41 (CQFD 41 p 66)

A I'aide d’un programme Python déterminer le premier
entier naturel n tel que u, > 5 ol (u,) est la suite définie
parug = 3et, VnEN, uyy = 1,02u,.

Exercice 1. 42 (CQFD 42 p 66)

A I'aide d’un programme Python déterminer le premier
entier naturel n tel que —0,1 < u, < 0,10l (u,) est la
suite définie par uy = —5et, Vn € N, uyq = 0,3uy,.

Exercice 1. 43 (Hatier 150 p 39)

1. a. Tracer un rectangle de dimensions 15 ¢m X 3 ¢cm
et calculer son aire.

b. Tracer un nouveau rectangle dont la longueur est égale
a la moyenne des dimensions précédentes et ayant la
méme aire,

¢. Appliquer le méme processus pour tracer un nouveau
rectangle.

2. On considére les suites (a,,) et (b,), ol a,, représente
la longueur et b, la largeur d'un rectangle tracé comme

a la question 1.
a. Expliquer les définitions suivantes :

ap=15,by=3et,VneN,
a,+by, 45
An 41

Ap+1 = eth, 1=

b. Que valent ay, by, ay et by ?
¢. A I'aide d'un outll logiciel, déterminer les valeurs de
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ag et byg.
d. Pourquoi a-t-on ag = bg ?

Exercice 1. 44

1. La suite de Fibonacci est la suite définie par récurrence
a partir des deux premiers termes F; = 1, F, = 1 et, pour
tout entier naturel n non nul, F,13 = Fpyq + E,.

Calculer F3, Fy et Fs.

2. La suite de Fibonacci viendrait de I'histoire suivante :

- Le premier mois on posséde un coupe de lapereaux.

- Le mois suivant ces lapereaux deviennent adultes et
peuvent engendrer un couple de lapereaux le mois
suivant.

- Le troisitme mois, le couple de lapin donne naissance
a un couple de lapereaux qui agira de la méme facon.

K
i¥
i K
i x Mi
£ . xx K KM Kk
3 K oy MK ax HE

que les lapins

¥ ki
a. Justifier nombres de obtenus
constituent les termes de la suite de Fibonacci.
b. Déterminer F;, et interpréter dans le contexte.
3. Le nombre d’or est défini en géométrie comme le
rapport entre deux longueurs telles que le rapport de la

somme des deux longueurs sur la plus grande, soit égal a
celui de la plus grande sur la plus petite, ie :? = %avec
a > b > 0. Ce nombre, noté ¢ est 'unique solution de
15+ 1,618033989.

a. Dans un tableur recopier la feu1||e de calculs ci-
dessous.

I'équation x2 = x + Letvaut ¢ = L

| A B C | D

1 | n Fa F_.,l/Fn

2 0 1

3 1 1

4 2

5 3

6 | 4

7 5

s 6

b Dans la colonne B calculer les premiers termes de la
suite de Fibonacci.

n K
¢. Pour tout entier naturel n on note @, = =,

Dans la colonne C calculer les premiers termes de la suite
(Q,)). Conjecturer alors son comportement quand n tend
vers +oco.

Dans la cellule D1, déterminer une valeur approchée du
nombre ¢. Que peut-on constater ?
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Exercice 1. 45
Soit a € N*. On considére la suite (u,), appelée suite de
Syracuse, définie par u, = a et, pour tout entier n :

Un . q

= siu, est pair

Uptr = { 2 .

3u, +1 sinon
1. a. Calculer les 10 premiers termes de la suite de
Syracuse obtenue pour a = 1.
b. Choisir un entier entre 2 et 6 et calculer les 10
premiers termes de |a suite de Syracuse obtenue.
¢. Quelle conjecture peut-on faire ?

2. a. Copier le script ci-dessous dans I'éditeur Python.

1~ def syracuse(u) :
2+ if uX2==0 :

3 u=uss2
4+ else :
5 u=3*u+l

6 returnCu)
7

8~ def liste_syracuse(u) :

9 L=[u]

18~ vnile u!=] :
11 u=syracuseCu)
1z L=L+{u]

13 returnCl)
b. Que renvoie syracuse(6) ? Par syracuse(7) ?

Exercices

¢. Aquel test correspond u%2==0 ?

d. Quel estle réle de la fonction syracuse ?

3. a. Que retourne I'instruction liste_syracuse(a) ol a
est un entier non nul ?

b. Rechercher ce qu'on appelle la « conjecture de
Syracuse » et pourquoi elle porte ce nom.

¢. Choisir quatre entiers non nuls quelconques et utiliser
Les résultats obtenus
corroborent-ils la conjecture de Syracuse ?

la  fonction liste-syracuse.
4. On appelle temps de vol d’une suite de Syracuse
Findice du premier terme de la suite qui vaut 1. On
appelle altitude de vol de la suite la valeur du plus grand
terme de la suite.

a. Siug =7, quelle est la durée de vol de la suite et
quelle est son altitude ?

b. Ecrire un programme qui détermine la plus petite
valeur de u, qui donne un temps de vol supérieur 3 100.
€. Quelle est alors I'altitude de ce vol ?

Déterminer deux autres valeurs de uy qui donnent la
méme altitude.

3 Déterminer le sens de variation d’une suite

Exercice 1. 46 (Barbazo 38 p 33)
On areprésenté graphiquement ci-dessous les courbes
de deux fonctions f et g.

1 AU

2.8 Re. g e B aeg

-

lvllI\‘l)\

24 3l

/

« Conjecturer graphiquement le sens de variation des
suites (u,) et (v,) définies par u, = f(n) et v, = g(n) pour
tout entier naturel n.

Exercice 1. 47

Dans un repére orthogonal, on a
graphiqguement la fonction f ainsi que
d’équation y = x,

On definit la suite (u,) par Uy, = f(u,) etuy = 1,
Dans chacun des cas, déterminer si fa suite (u,) semble
converger. Lorsque c’est le cas préciser sa limite.

§

représenté
la droite
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Exercice 1. 48 (Hatier 135 p 3 / AM
On considére la suite (u,,) définie par la relation de récut-
rence, VR € N, u,, 4 = 0,2~ u, + 1.

1. Pour chacune des valeurs de u, suivantes, détermi-
ner les cing premiers termes de la suite ().
a. Llo = 1 b. uO = O

2. Dans chacun des cas précédents, conjecturer
les variations de la suite (u,)).

C. u0=—1

Exercice 1. 49 /;‘\"

A l'aide d’une différence de termes déterminer les
variations de la suite (u,,).

a. u,=n’-8n+16

1 2
b el
un_4n+1 471
4
d. U, _n_z
_ 1
e. un—\/—ﬁ

f. uy=1letu,, =3n*+u,
1

8 Uy=3etu,y = Uy — -
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h, ug=—=letup =us—u, +1
i ug=—2etupy =u, +n*-9

Exercice 1. 50
Al'aide d’un quotient de termes déterminer les variations

de la suite (uy,), supposée@fm@
2 n
a. U, = (g) 70

gn
b. Uy :§n+—170

__4n
C. Uy —Z—n
d. uy =32etu,y = 0,24u,
1
e. u =17etuyyy =;un,\7’n EN,n=2
n+4
f. ug=2etuUp4q = Zmig

Exercice 1. 51
A I'aide d’une fonction déterminer les variations de la

suite (uy,).
1

a. un=3n—;
b. u, = -n?+10n+1
¢ u,=v2an+1

d up=1-2

Exercice 1. 52 (Déclic 52 p 157)

Pour chacune des suites suivantes définies sur
N (sauf mention du contraire) :
® conjecturer, a I'aide de la calculatrice, son sens de
variations ;
@ démontrer cette conjecture en utilisant la méthode
la plus adaptée.

1 u, =n+—1—- 2.y, =4

n+1
3.w, =3+0,5" ar, = -Sfi
5,k,,:n—3—l¢(n21) 6. ¢ X 1

=f ~—
n+l n ”2+1

Exercice 1. 53 (Déclic 91 p 161)
Le tableau ci-dessous indique le taux de frangais
possesseurs d’un smartphone entre 2012 et 2017.

Année | 2012 | 2013 | 2014 | 2015 | 2016 | 2017
T

Xl g | 39 | 46 | 58 | 65 | 73
(en %)

Soit |a suite (t,,) définie sur N par:

t, = —0,298n? + 10,512n + 27,93
On admet qu’elle permet d’obtenir une bonne modéli-
sation de ce taux d’équipement pour I'année 2012 + n.
1. Calculer les trois premiers termes de la suite (t,) et
les comparer aux taux réels.
2. Etudier les variations de la suite (t,,). Ce modéle est-il
réaliste sur le long terme. Expliquer.
3. Alaide de la calculatrice, indiquer Fannée a partir de
laquelle, selon ce modéle, on peut estimer que le taux
personnes possesseurs d’'un smartphone dépassera 95 %.
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Exercice 1. 54 (Belin 80 p 168)

Une entreprise fabrique des tablettes tactiles. [l a fallu
investir 950 000 € pour la recherche et la mise en
place de l'unité de production. La fabrication de chaque
tablette engendre une dépense de 80 €.

On note n le nombre de tablettes fabriquées et

C, le cot total de fabrication de ces n tablettes.

1. Calculer Cy, Cyq, Cyggqo €t PIUS généralement
calculer C, en fonction de n.

2.0nnotef, = C—n“— le coOt moyen de fabrication de

n tablettes : calculer f, en fonction de n.
Déterminer fy, f1q. f10 aoo-

3, Soit (f,) la suite des coUts moyens de fabrication.
Etudier les variations de la suite (f,).

4. A I'aide d’une calculatrice ou d'un tableur, déterminer
le nombre de tablettes & partir duquel le co0t moyen
de fabrication est inférieur a 1 000 €.

Exercice 1. 55 (Belin 79 p 168)

On veut étudier I'évolution d’'une population de
coccinelles, dont on admet que le nombre d'individus
reste inférieur a un million.

L'effectif des coccinelles pour l'année n est exprimé
en millions d'individus par un nombre réel u,

(u, est alors compris entre 0 et 1). Si pour I'année O,
il y @ 400 000 coccinelles, alors ug = 0,4.

on admet que I'évolution d'une année & 'autre obéit
ala relation u,,, = f(u,), f étant la fonction définie
par f(x) = kx(1 - x), o0 k est un parametre qui dépend
de l'environnement (k € R).

1. On suppose que u,=0,det k=1,

a. Afficher, avec une calculatrice, les dix premiers
termes de |a suite.

b. Démontrer que la suite est décroissante. On admet
que tous ses termes restent positifs.

2. a. Ecrire un algorithme qui permet d'obtenir le terme
de rang n de la suite (u,).

3. p désigne un entier naturel non nul que |'on peut
choisir. Ecrire un algorithme qui donne, en fonction de
p, la plus petite valeur n, telle que, pour tout n
supérieur a ny, u, < 1077,

4. Application : Implémenter
les algorithmes des guestions
précédentes en Python.

Avec ce modéle, en combien
d'années, ne resterait-il plus
gu'une coccinelle ?

Exercice 1. 56 (Hatier 141 p 38)

On considére la suite (w,) définie par wy; =1 et,
VneEN*, w,,1=(n+1)xw,

On admet que, Yn € N*, w, > 0.

a. A I'aide de la méthode la plus appropriée, déterminer
la monotonie de la suite (w,).

b. [ITEINETT @ python

Ecrire une fonction en Python de paramétre n qui renvoie
la valeur de w,,.
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Exercice 1. 57 (Hatier 143 p 38)
Pour tout nombre entier n = 1, on pose :
1 1 1
+ ..+ .
n(n+1)

= 152 T ox3
a. Calculer sy, s, et s5.
b. Démontrer que la suite (s,,) est croissante sur N*,
. Pour tout nombre entier k = 1, justifier que :
1 i 1
k(k+1) ~ k+1°
d. En déduire une expression simple de Sy

L.
k

Exercice 1. 58 (Déclic 88 p 160)

Vrai ou faux ? Justifier,

1. Siune suite u est décroissante alors u; = us.

2. Siune suite v est décroissante alors, pour tout rang n,
onav, < v,

3. Soit une suite u définie, pour toutn € N, paru,, =
f(n) ols f est une fonction définie sur R,.

Si u est croissante alors f est croissante.

4. Soit v la suite définie sur N par v, = 2 et, pour tout
entier n, v,,,; = g(v,) ol g est définie par g(x) = x —
4. La suite v est croissante

Exercice 1. 59 (Hatier 130 p 37)
On considére deux suites (u,) et (v,) définies
sur N,

1. Démontrer que si les suites (u,) et (v,) sont crois-
santes, alors la suite (i, + v,,) est croissante,

2. Les suites (a,), (b,) et (¢,,) sont définies sur N* par
=n;5,bn=n+3 n+8

a. Démontrer que la suite (a,) est croissante et que
les suites (b)) et (c,) sont décroissantes.

b. Prouver que la suite {a, + b,,) est croissante.

c. Prouver que la suite (a,, + ¢,,) est décroissante.

a, ete, =

3. Si la suite (u,) est croissante et la suite (v,) est
décroissante, alors peut-on donner le sens de variation
de la suite (u,, + v,) ?

Exercice 1. 60 (Hatier 131 p 37)
On considere une suite (u,) définie sur N et stric-
tement croissante.

1. a. Déterminer le sens de variation de la suite (ay)
définie sur N par a,, = 2,8 X u,,.

b. Determiner le sens de variation de la suite (b,,) définie
sur N par b, =-3,4 x u,,.

2. Soit k un nombre réel. Recopier et compléter chacune
des propriétés suivantes, puis la démontrer.

a. « Sikest ... et (1,) strictement croissante sur N, alors
la suite (k x u,) est strictement croissante sur N. »

b. « Sl k est ... et (u,) strictement croissante sur N, alors
la suite (k x i) est strictement décroissante sur N. »

Exercice 1. 61 (Hatier 132 p 37)
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On considere une suite (u,,) définie sur N dont
les termes sont strictement positifs.
© Démontrer la propriété suivante.
« Si (u,,) est strictement croissante,
1

alors la suite [7) est strictement décroissante. »
n

Exercice 1. 62
On considére la suite (u,) définie sur N parug = 1 et,

pour tout entier naturel n, u, ., = P
—Un

La courbe C tracée dans le repére donné ci-dessous est
celle de la fonction f définie sur ]—co ; 6] par:

9

f=—.
1. a. Alaide dugraphique représenter leg 4 premiers
termes de la suite (u,,).. ?“?/J[Qq«’ﬁ oAe
b. Quelles conjectures peut-on faire sur le sens de
variation et sur la limite de la suite (u,) ?
2. Calculer uy et u,.
3. Onadmet que pour tout entier naturel n, u, < 3.
a. Démontrer que pour tout entier naturel n :

_ (up-3)?2
Uppr ~Up = S

¢. Endéduire le sens de variation de (u,,).
4. Compléter la fonction suivante, écrite en Python,
renvoyant le premier entier n tel que u,, = 2,99.

def
u=1
n=0

while M‘[?qu

seuil():

\“

%

“lq%"! ) “ [ v 7

Exercice 1. 63

Des biologistes étudient I’évolution d’une population
d’insectes dans un jardin botanique. Au début de I'étude
la population est de 100 000 insectes.



1 Suites numériques

Pour préserver I'équilibre du milieu naturelle nombre
d’insectes ne doit pas dépasser 400 000.

Partie A : Etude d’un premier modeéle en laboratoire

L’ observation de I'évolution de ces populations d’insectes
en laboratoire, en I'absence de tout prédateur, montre
que le nombre d’insectes augmente de 60 % chaque
mois.

En tenant compte de cette observation, les biologistes
modélisent I'évolution de la population d’insectes a I'aide
d’une suite (u,,) ou, pour tout entier naturel n, Uy
modélise le nombre d'insectes, exprimé en millions, au
bout de n mois.

Onadoncuy = 0,1.

1. Exprimer U4, en fonction de u,,.

2. Démontrer que la suite (u,) est croissante.

3. Conjecturer la limite de la suite (ug).

4. A 'aide de la calculatrice déterminer le premier entier
naturel nn tel que u, > 0,4.

Selon ce modeéle, Iéquilibre du milieu naturel serait-il
préservé ?

Partie B : Etude d’un second modéle

En tenant compte des contraintes du milieu naturel dans
lequel évoluent les insectes, les biologistes choisissent
une nouvelle modélisation.

lls modélisent le nombre d’insectes a 'aide de la suite
(v,) définie par v, = 0,1 et pour tout entier naturel n,
Vpyr = 1,60, — 1,6v2 ol, pour tout entier naturel n, v,
est e nombre d’insectes, exprimé en millions, au bout de
n mois.

1. Déterminer le nombre d'insectes au bout d’un mois.

2. On considére la fonction f définie sur I'intervalle [0 ,%]
par f(x) = 1,6x — 1,6x%.

a. Montrer que f est croissante sur [0 ﬂ

b. Résoudre I'équation f (x) = x dans [0 ,%] On appelle

a la solution non nulle de cette équation.

c. A l'aide de la courbe représentative de f donnée dans
le repére ci-dessous, représenter les quatre premiers
termes de la suite (v,).

0.4
0.3
0.2
0.1
{ )
0 09;1 02V ”'30.3 0.4 05

d. Conjecturer la monotonie et la limite de la suite (vn).
3. Soit g la fonction définie sur [0 ; a] par :
glx) =fx)—x
a. Etudier le sens de variation de g sur [0; a] .
b. On admet que pour tout entier naturel n, 0 < vy, < a.
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Démontrer que la suite (v,,) est croissante.
4. On donne ci-dessous la fonction seuil écrite en langage
Python.

def seuil(a) :
v=0.1
n=0
while v<a:
v=1.6*v-1.6%v*v
n=n+1

returnn

a. Qu’observe-t-on si on saisit seuil{0.4) ?

b. Déterminer la valeur renvoyée par la saisie de
seuil(0.35). Interpréter cette valeur dans le contexte de
I'exercice.

Exercice 1. 64

On s’intéresse au développement d’une bactérie.

Dans I'exercice, on modélise son développement avec les
hypothéses suivantes :

cette bactérie a une probabilité 0,3 de mourir sans
descendance et une probabi|ité 0,7 de se diviser en deux
bactéries filles.

Dans le cadre de cette expérience, on admet que les lois
de reproduction des bactéries sont les mémes pour
toutes les générations de bactéries qu’elles soient mere
ou fille.

Pour tout entier naturel n, on appelle p, la probabilité
d’obtenir au plus n descendances pour une bactérie. On
admet que, d’aprés ce modele, la suite (p,) est définie de
la maniére suivante : po = 0,3 et pour tout entier naturel
N, Pus1 = 0,3 + 0,7p3.

1. La feuille de calcul ci-dessous donne des valeurs
approchées des termes de la suite (Pn)-

A B
1 n Pn
2 0 0.3
3 1
4 2
5 3 0.40769562
6 4 0.416351
7 5 0.42134371
8 6 0.42427137
9 7 0.42600433
10 8 0.42703578
11 9 0.42765169
12 10 0.42802018
13 11 0.42824089
14 12 0.42837313
15 13 0.42845251
16 14 0.42850009
17 15 0..42852863
18 16 0.42854575
19 17 0.42855602

a. Quelle formule a recopier vers le bas, peut-on saisir en
B3 pour calculer les termes de la suite (pa) ?

b. Déterminer les valeurs exactes de p; et p,.

¢. Quelle estla probabilité, arrondie 3 1072 prés,
d’obtenir au moins 11 générations de bactéries a partir
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d’une bactérie de ce type ? 1 [def suitefn).

d. Formuler les conjectures sur les variations et |a )

convergence de la suite (p,,). 21 p=...

2. a. Etudier le signe du trindme 0,7x% — x + 0,3 sur R. 3 | s=lp]

b. On admet que pour tout entier naturel 7 : 4 | foriinrange(.):
0<p, <05. 5 p=...

En déduire le sens de variation de la suite (p,,). 6 s.append(p)-

3. La fonction suivante, écrite en langage Python?a pour™ 7 | return(s)

jectif de renvoyer les n premiers termes de la suite ; \ ?
objectif de Y prem Recopier, sur votre cople, cette fonction en complétant

(Pn)- les lignes 2, 4 et 5 de facon a ce que la suite(n) retourne,
sous forme de liste, les n premiers termes de la suite

(Pn).

17
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_( S=ag= )
Définition 2. 1 J suite arithmétique

Une suite (u,) est dite arithmétique si on passe d’un terme
quelconque au suivant en ajoutant toujours le méme
nombre, c’est a dire s'il existe un réel r tel que pour tout
entier naturel n, u,,q = u, + 7. Le nombre r est appelé
raison de la suite (u,).

+r +ro+r +r D e
NNV /N NN
Uy Uy Uy Ugen b U e U U U

~

2. 1. Reconnaftre et étudier une suite arithmétique

Exemple 2.1

Parmi les suites suivantes déterminer celles qui sont
arithmétiques et préciser, dans ce cas, leurs éléments
/+. caractéristiques (premier terme et raison).

uo =-1
. = -2
B Ry o {un+1 =-5+u,
> Uy = 4
b. = .
Up=n d {un+1 - %un +1

Dans la suite du cours (u,) désigne une suite arithmétique de raison 7.

/_Q Propriété 2. 1 }

expression de u,, en fct den

-Soitp EN.VneENtelquen=2p:u, =u, + (n—p)r.
- En particulier si u, est le premier terme de (u,,) alors
VneN;u, =u,+nr.

_tar.
+pr

>

Remarque

(uy) est une suite arithmétique de raison a et de premier terme u, = b.
- Si f est la fonction affine définie par f(x) = rx + u, alors, pour tout n € N, a U, = '
f(n). Ainsi, dans un repére, tous les points de coordonnées (n ; uy,) sont alignés.

La réciproque est vraie : s'il existe r tel que pour tout entier n, u, = an + b alors

| )\
Propriété 2. 2 ) sens de variation

- si r}O alors (u,,) est strictement croissante
siT = 0 alors (u,) est constante
- s r{ 0 alors (u,,) est strictement décroissante

~
f_ﬁ Propriété 2. 3 J
somme de termes

La somme des n premiers entiers naturels non nuls est :

_ n(n+1)

n
Sk=1+2+-+n
k=1

La somme des termes d’indice 0 & n de la suite (u,,) est :
n

k{'ouk =ugtup+ oty = (n+1)

Upt+up
2

La somme des termes d’'indice p a n de la suite (u,,) est:
n
(Ze = Up FUpra + oty = (n=p + DL,

o

~

)

Exemple 2. 2

Dans chacun des cas suivants (u,) est une suite
arithmétique de raison r.

Exprimer u, en fonction de n, calculer u,, et us,.
Existe-il un entier n tel que u,, = 144 ?

a. uy=-8;r=2.

b. us =-2;r=-3.

Exemple 2. 3

La suite (uy) est une suite arithmétique de premier ‘
terme ug, telle que u; +us = 1etu, + uy = 2.
Etudier la monotonie de la suite (u,,).

Exemple 2. 4

Calculer la somme des 100 premiers termes de la
suite définie dans I'exemple précédent.

Remarque : La somme de termes consécutifs d’'une suite arithmétique est donnée par:

1°" terme + dernier terme

(nombre de termes) x >
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~
o Définition 2. 2 J )
suite géométrique

Une suite (u,) est dite géométrique si on passe d’un terme
quelconque au suivant en multipliant toujours par le méme
nombre, c’est a dire s'il existe un réel q tel que pour tout
entier naturel n, u,;1 = u, X q. Le nombre q est appelé
raison de la suite (u,).

Xqxgxq xq xXq %9
N TV 7\ /NN
U, u, u, Uy . WU U U U U 1
. .

Dans la suite du cours (u,) désigne une suite géométrique de raison q.

(——C Propriété 2.4 ) )
ropriete 2. J expression de upenfctden

- Soitp EN.Vn€eNtelquen=p,u, =u, X q"?.
- En particulier si u, est le premier terme de (u,,) alors
VneN,u, =y, xq".

e XA
q z\q }'\
N\ AT
O

(S 2 Y.

2. 2 Reconnaitre et étudier une suite géométrique

Exemple 2.5

Parmi les suites suivantes préciser celles qui sont
des suites géométriques et préciser, dans ce cas,
leurs éléments caractéristiques {premier terme et

raison).
uo = 5
a u,=2x3" C. { Sun
Uny1 = —/
— 2 Ug =2
b. u, =n d. {un+1 =3u, +1

Exemple 2. 6

Dans chacun des cas suivants (u,) est une suite
géométrique de raison q. Exprimer u, en fonction de
n, calculer u, et u,.

a. ug=3;q=-2.

b. u;=1;9=3.

C Uy =-3;q=-2.

Remarque : La réciproque est vraie: s'il existe g tel que pour tout entier n, u, = a X q™ alors (u,) est une suite
q proq p n n

géométrique de raison g et de premier terme u, = a.

Propriété 2.5

j sens de variation de (q™)
q > 1 = (g™) croissante ;

- 0<g< 1= (q™) décroissante

- g < 0= (g"™) non monotone

- g=00ug =1 = (q") constante

Remarque

Exemple 2.7

Etudier les variations de la suite géométrique (u,) de
premier terme u, et de raison q.

- Sile premier terme de la suite (u,) est positif alors (u,,) et (g") ont le méme sens de variation.
- Sile premier terme de la suite (u,,)est négatif alors (u,) et (q™) ont des variations contraires.

3= \
Propriété 2. 6 j B
somme de termes

On suppose que q # 1.

- lasomme desn + 1 premiéres puissances de q est :
121' k 1 2 < 1—q"‘“
Zd =1+a+ai+tqt ==
- Lasomme des termes d’indice 0 a n de la suite (u,) est
l_q?H-l

n .
ké'ouk SUgtu +-tu, =y, T

- Lasomme des termes d’indice p a n de la suite (u,,) est
n 1—qn-PH1
Zup =y tUpp +ortu, = u———
\ e k=P k! J

Remarque : La somme de termes consécutifs d’une suite géométrique est donnée par : 1°” terme X

a. g=2;u,=3 c. q=05;u,=3
b. g=-2;u,=05 d ¢g=05;u,=-3
Exemple 2. 8

1. Soit (u,) la suite de terme général u,, = 4™.
Démontrer que (u,,) est une suite géométrique et
n
exprimer ,Elui en fonction de n.
i=
2. Soit (v,) la suite de terme général u, = (—3)™.
Démontrer que (u,) est une suite géométrique et

n+1
exprimer ,Eoui.
i=

-q nombre de termes

1-q
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D1 Calcul du terme général d’une suite arithmétique
Soit (u, ), une suite arithmétique de raison r.

1. Vérifier successivement les égalités suivantes : u, =uy +r; u, =t +2r et u, =iy, +3r.
On pourrait généraliser ces premiers exemples mais la démonstration de cette généralisation nécessite un type
de raisonnement vu en Terminale. ll est proposé ici une autre démonstration reposant sur un théoréme admis.

2. Soit n un entier naturel. On pose : v, =u, +nr. Le but est de démontrer que, pour tout entier naturel n,
onau,=v,.
a. Exprimer v, enfonctionde v,
b. On admet le résultat suivant : soit f une fonction définie sur R, alors la suite v définie sur N par la donnée
de son premier terme v, et par v, , = f(v, ) est unique.
En déduire que, pour tout entier natureln, on a u, =u, +nr.
CORRIGE

1. (u,),.n €stune suite arithmétique de raison r, donc pour tout ndans N, on a u, ,, =u, +r.

Si n=0, alors uy=u, +r. Si n=1, alors u, =u +r=u, +r+r=u +2r.

Si n=2, alors u; =u, +r=u, +2r+r=u, +3r.

2.a. v, =U+(n+Nr=y +nr+r=(4 +nr)+r=v, +r.

b. Ona v, =u, +0xr=u,. Donc les suites (v, ) et (v,) ont le méme premier terme.

Soit n un entier naturel. D'aprés la question 2. a.,ona v, ,;=v, +r. Donc v, ,= f(v, ), ol fest

la fonction définie sur R par f(x)=x-+r.

On a aussi, par hypothése, u,,,=u, +r=f(u,) car (u,) estune suite arithmétique de raison .

Donconav,,, =f(vn), Uy =f(un) et v, =Uj,.

D’aprés le résultat admis, par unicité, on a donc pour toutndans N: v =v,.

Donc, pour toutn dans N, u, =u, +nr.

D2 Calculdel1+2+ -+ n.

o ) 0000000000
1. Etude de quelques cas particuliers avant la démonstration 00000000 OGO
a. Dans la figure ci-contre, en comptant le nombre de jetons rouges de : : : : : : : g g g
deux maniéres différentes, montrer que : 1+ 2+...+10=>55, : : : : : 000006

; imilaire. détermi ®@000
b. Par un raisonnement similaire, déterminer la valeur de 1+ 2+...+ 100. 0000050066
2. Démonstration du cas général : : g g 2 2 : : 8 ©
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. En utilisant un raisonnement 0000000006 g
analogue a celui de la question 1., calculer 1+2+...+n, e0000O®OGO®E

CORRIGE

1. a. Sur la figure de I"¥noncé, en partant de la droite et en comptant les jetons rouges par colonne,

ontrouve quilya 142+ 3+ 4+ 5+ 6+7+8+9+10 jetons rouges.

L'ensemble des jetons (rouges ou bleus) forme un rectangle de 10 colonnes et 11 lignes : il y a donc
10x 11 jetons au total. De plus, par symétrie, il y a autant de jetons rouges que de bleus, doncil y a
10%11

=55 jetons rouges. Donc 1+ 2+...+10=55,

b. En adaptant la figure de I'énoncé pour 100 jetons (voir Figure a ci-aprés), en comptant par colonne,
on trouve quilya 1+2+3+...+ 100 jetons rouges.
Lensemble des jetons forme un rectangle de 100 colonnes et 101 lignes : il y a donc 100x 101 jetons

X : . 100%1 .
au total. Comme il y a autant de jetons rouges que de bleus, il y a —:0-1 =5050 jetons rouges.

Donc 1+ 2+...4+100=5050.

2. En adaptant la figure de I'énoncé pour n jetons (voir Figure b, ci-dessous), on trouve, en comptant
par colonne, qu'ily a 1+ 2+ 3+...4n jetons rouges. -
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Démonstrations

De plus, les jetons bleus et rouges forment un rectangle de nx(n+1) jetons, doncily a (61 jetons
rouges.
Donc 1+2+‘..+n=n(L2+11.
Figure a Figure b
100 jetons n jetons
e ——
® 000 0 000
© 080 ® 9O
100jetonsc ® @O njetonsc @ @O
* .0 © Loojetons * 0. ®lhjetons
®e- . oe- .
. e SRR 9 e 0 e @
100 jetons n jetons

D3 Calcul du terme général d’une suite géométrique
Soit (u, ),y Une suite géométrique de raison q.

Soit n un entier naturel. On pose : v, = q"u,.

a. Exprimer v, enfonctiondev .

b. On admet le résultat suivant : soit fune fonction définie sur IR, alors la suite v définie sur N par la donnée de
son premier terme v, et par v,,,, = f(v, ) est unique.

En déduire que, pour tout entier natureln, on a u, = g"u,.

" CORRIGE

A, V1 ="y =% q "ty =qx v,

b. On a v, =¢%, =u,. Donc les suites (u,) et (v,) ontle méme premier terme.

Soit n un entier naturel. D'aprés la questiona., ona v,,, =qv,. Donc v, ,=f(v,), ol fest lafonction
définie sur R par f(x)=gx.

On a aussi, par hypothése : u, ., =qu, = f(u,) car (u,) est une suite géométrique de raison g.
Donconav,,,=f(v,). u,.,=f(u,) etv,=u,.

Daprés le résultat admis, par unicité, on a donc pour toutndans N: u, =v,.

Donc pour tout ndans N, u, = g"u,.

D4 Calculde1 +q + - q"

Soit g un réel différent de 1 et n un entier naturel supérieur ou égal a 1.
Posons: S, =1+q+q*+...+q".

‘I_qﬂ+i

1-q

a. Montrer que S, —gS, =1-g™1. b. En déduire que S, =

a. S, =1+q+@ +¢ +...+q" et g5, =q+ @ + ¢ +q* +...+g"*.
On soustrait les deux égalités membre & membre et on regroupe les termes opposés :
S, —a5, =1+(q—Q)+(q2—q2)+(q3 —q3)+._,+(qﬂ _mqn)_.qnﬂ =1,
b. S, —gS, =1-¢"*" donc (1-q)S, =1-¢"*.
‘|__qn+1
1-g '

Puisque g # 1, on obtient: §, =
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Activité 1 : introduire la notion de suite arithmétique

On a peut-&tre découvert du pétrole au large du Brésil | Une compagnie nationale d’hydrocarbures a mandaté une société de
forage pour atteindre la nappe potentielle. La plateforme d’exploration colte 10 million d’euros. Le colt du forage est fixé a
0,1 millions d’euros par métre creusé. On pose pour tout entier naturel n non nul p, le colt en millions d’euros pour creuser
n métres. On adoncpy, = 10 et p; = 10,1.

1. Donner les valeurs de p, et p;. Que représentent-elles ?

2. Déterminer les valeurs de pi5 — p14 €t P1g — P1s-

3. Exprimer p,41 en fonction de p,,.

4. Pour attirer les investisseurs, le gouvernement brésilien décide de prendre a sa charge le co(t de la plateforme. La société
de forage n’assumera donc que les codts liés a la main d’ceuvre.

Quelle somme déboursera-t-elle pour forer 3 999 m ? Et pour forer n métres ?

5. Déduire de la question précédente I'expression de p,, en fonction de n.

Activité 2 : introduire la notion de suite géométrique

Ulysse cherche a construire des figures sur une feuille a petits carreaux standards. En partant d’un carré simple, il en crée un
nouveau dont les milieux des cdtés sont les sommets du carré précédent, et ainsi de suite, selon le schéma ci-dessous.

N /1N AN

ERRES

Etape 0 Etape 1 ftahe 2 Etape 3

On choisit un petit carreau comme unité d’aire la suite de tout 'exercice.
1. a. Donner I'aire du carré a |'étape 0.
b. Montrer sans calcul que I'aire a I'étape 1 est 8.
c. Déterminer I'aire des nouveaux carrés obtenus aux étapes 2 et 3.
2. Pour tout entier naturel n, on appelle u, la valeur de I'aire du carré a |'étape n. Ainsiuy, = 4. Donner les trois termes
suivants de la suite (uy).
3. Conjecturer une relation entre les termes u,, et uy.
4. Une telle suite est appelée suite géométrique. La raison de cette suite est le nombre par lequel on multiplie un terme donné
pour passer au terme suivant de la suite.
a. Quelle est la raison de la suite (uy) ?
Conjecturer 'expression de u, en fonction de n.
b. Utiliser la formule précédente pour calculer uz3.
5. Recopier et compléter I'algorithme ci-dessous pour qu’aprés exécution, la variable N contienne le nombre d’'étapes
nécessaires pour que l'aire du carré soit égale a 1 024.
FAe ...
‘Ne...
L Tant qUe eosecren s
Ae .

b AN e .. !
. Fin Tant que !
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1 Suite arithmétique

Exercice 2. 1 (75 p 89)

Soit (u,) une suite arithmétique de premier terme u, = 13

et deraison r=-5.

1. Exptimer u,, en fonction de n puis calculer le quinziéme
terme de cette suite.

2. Etudier les variations de (u,).

3. Calculer lasomme S =uy +u, + ... +uy,

Exercice 2. 2 (83 p 90)
Soit (u,) la suite arithmétique telle que 1, =-2 et u, =5.

1. Déterminer le treizieme terme de la suite.
2. Exprimer u,, en fonction de n pour tout entier naturel »,
3. A partir de quel rang les termes 1, sont-ils supérieursa 1000?

4. Pour quelles valeurs de # le terme 1, est-il compris entre
500et 10007

Exercice 2. 3 (77 p 90)

Les suites ci-dessous sont définies sur N. Pour chacune
d'elles, préciser s'il s'agit d’une suite arithmétique et Indiquer
sa raison le cas échéant. Pour tout entier naturel n:

Uy =ty =5 Uy = U, +1
a. b.

Uy = -1 Uy = 2
Cu,=-5n+3 dou,=n?-2n+1

Exercice 2. 4
Dans chaque cas préciser si la suite (u,,) est arithmétique.
Lorsqu’elle I'est, préciser sa raison et son premier terme.

a. u, = —4n + 6n? b. u,=—-4n+5
4
{un+1 =6+u, d Un+1 =u_n+1
u0=3 ) u0:—2

Exercice 2. 5 (Déclic 61 p 159)
Parmi les quatre suites a, b, ¢ et d représentées

ci-dessous, indiquer celles qui sont arithmétiques en
précisant leur premier terme et leur raison.

¥4 yi

| + T s *

- - * +

4 28 E + t

- + + f <+

+ +
) ] +
+

11 1 <

T T i M . -+ e 3 1 -
0] 1 X 0] 1 X

+Suitea +Suiteb +Suitec 4 Suited

Exercice 2. 6 (Déclic 107 p 163)

On considére la suite arithmétique (u,, ), définie
sur N, telle que uy; =52 et uy3 =107.

1. Calculer la raison r de la suite.

2. Calculer le terme initial ug.

3. Caleuler ugs.

4. Déterminer le sens de variation de la suite.

5. Conjecturer la limite éventuelle de la suite (u,, ).

Exercices

Exercice 2. 7 (88 p 91}
Compléter I'algorithme ci-contre U

. q | «— uo '
pour que la liste L contienne en | P [cn] :
fin d'algorithme, les termes ug, 1y, | Pour ivariantde ... & ;
... uy d'une suite arithmétique &\, |
de raison r. : Léso 10si] :

Fin Pour

Exercice 2. 8 (79 p 90)
On considére la A B C
suite arithmétique («,) de premier S
termeu,=12etderalson7.0nacréé | 1 M Hn On
lafeuille de calcul ci-contre, Lavaleur | 2 0 12 12
deujestentréedanslaceliuleB2. | 3 | 19
1. Quelle formule, destinée a étre 14 2 26
recopiée vers le bas, peut-on salsir | 5 g

dans la cellule B3 afin d’obtenir les
termes de la suite (u,) dans la colonne B ?

2. La valeur de u, est entrée dans la cellule C2.

Quelle formule, destinée & &tre recopiée vers le bas, peut-on
saisir dans la cellule C3 pour obtenir la somme uy + ... + u,
pour chaque valeurden?

Exercice 2. 9
Soit (u,) la suite définie par uy = —letu,. =u, +n +
1 pour toutn = 0.
1. a. Déterminer les trois premiers termes de la suite
(un).

b. Cette suite est-elle arithmétique ?
2. On définit la suite (1,,) par UV = Upeq — Up.

a. Déterminer les trois premiers termes de (vy,).

b. Montrer que(v,) est une suite arithmétique.
3. a. Exprimer vy + -+ v,_, enfonction de n.

b. Exprimer vy + -+ v,_, en fonction de u, et en
déduire I'expression de u,, en fonction de n.

Exercice 2. 10 (CQFD 75 p 70)

On considére la suite (u,) définie sur N par uy=—5
4u, -1

u,+2°

On admet que, pour tout entier naturel n, u, > 1.

1. Calculer u, et u,.

2. Lasuite (u,) est-elle arithmétique ? géométrique ?

et, pour tout entier naturel n, u,,,,=

3. Pour tout entier naturel n, on pose : v, = .
u,~

a. Démontrer que (v, ) est une suite arithmétique de rai-
1 ~1
son < et de premier terme v, =¥

b. Donner, pour tout entier naturel n, l'expression de v, en
fonction de n. 1+v
¢. Montrer que, pour tout entier naturel n,ona u, = —=+.
14
n
d. En déduire l'expression de u, en fonction de l'entier n.

4. Déterminer une expression de uyy,.
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Exercice 2. 11
uo = 2
On considére la suite (u,,) définie par _ 5up-1
Uns1 =7 +3
n
1. Sur le graphique ci-dessous on a représenté la fonc-
5x—-1
i B R, = b
tion f:x e R, s
a. Représenter les trois premiers termes de la suite (u,).

b. Conjecturer le sens de variation et la limite [ de (u,,).

2] | |
;/
15]
; .
05
0 K
o/ |05 1 1 .?‘UA& NE

2. VérifierqueVn €N, u,,, =5— —

3. Montrer, quesil <wu, < 2alorsl < u,,q < 2.
Pour la suite de I'exercice on admet queVn €N, 1<
Uy < 2.
(un—l)z
T T up#s
b. En déduire le sens de variation de {(u,,).

4. a. Etablirlarelation w1 —u, =

5. a. On considére la suite (v,) définie par v, = it
Justifier I'existence de v, pour tout entier n.
b. Démontrer que (v,) est une suite arithmétique de
raison %.
¢. Exprimer v, en fonction de n. En déduire que Y n € N,
v, # 0.
d. En déduire I'expression de u, en fonction de n.
ﬁ/ﬁ a. Déterminer le plus petit entier ng tel que :
)un -1 <1075,
. Proposer un algorithme qui, pour un réel strictement
sitif £ en entrée, affiche en sortie la valeur du plus petit

~ entier ny a partir duquel pour tout n = ng, |u, — | < e.

Exercice 2. 12 (86 p 90)
Les figures ci-dessous décrivent la construction des premiers
«nombres triangulaires » 7.

Etapen°1 Etape n°2 Etape n°3 Etape n°4
+ "4 *ﬁ éﬁ
1 point 3 points 6 points 10 points
T,=1 T,=3 T,=6 T,=10

Ainsi T, estle quatriéme nombre triangulaire et vaut 10. Pour tout
entier naturel n. non nul, on note 7' le nombre de points situés
soita l'intérieur soit au bord du triangle obtenu a [a n-I2me étape.

Exercices

1. Donner la valeur de T, et de T,

2. a. Construire les triangles des étapes n°5 et 6.

b. Justifier I'égalité 2 x T, — 6 = 36.

<. Sans faire la figure, justifier 'égalité 2 x T, — 20 = 202,

d. Justifier que, pour tout n entier naturel non nul, ona:
T = n(n+1)

2

3. Autre méthode : on appelle (u,) la suite définie pour tout

entier naturel non nul par le nombre de points qu'on ajoute &

la figure & I'étape n.

a, Donner u,, u, et u..

b. Exprimer u, ., en fonction de u,,

¢. Quelleestlanature de la suite () ? Donner ses caractéristiques.

d. Exprimer 7, en fonction de u,, u,, ... u,. Retrouver le résultat

de la question 2.d.

4, 2019 est-il un nombre triangulaire ?

Exercice 2. 13 (84 p 90)

On veut creuser un puits. Le 18" métre coQite 100 €, le

2¢ métre 120 €, le 3° métre 140 € et ainsi de suite, en aug-
mentant de 20 € a chaque métre. On note un le prix du n-iéme
metre creuseé,

1. Quelle est la nature de la suite () ?

2. a. Calculer lasomme u; + uy + ... + uuy,.

b. En déduire le colit d'un puits de 30 métres de profondeur.
3. On dispose d’un budget de 33 000 €.

Quelle profondeur maximale du puits peut-on creuser ?

Exercice 2. 14 (85 p 90)

La croissance du feetus

est surveillée par échographie.
Quand il est trop grand pour
étre visualisé complétement,
on mesure le diamétre
bipariétal ('écartement entre
les deux os qui se trouvent de chaque coté de la face).
On admet qu'a partir dela 11¢semaine, le diamétre bipariétal
augmente chaque semaine de 2 mm et qu'il vaut 24 mm
alafin de la 11¢ semaine. On note «,, sa valeur, exprimée
enmm, a la fin de la (n + 11)-iéme semaine de grossesse.
1. Donner uy. Calculer u,, u, et u,.

2, Exprimer u,, en fonction de u,.En déduire I'expression
de u, en fonction de n.

3. Aubout de combien de semaines, le diamétre bipariétal
dépassera-t-il 5¢m ?
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2 Suites géométriques

Exercice 2. 15 (89 p 90)

Soit (v,) la suite géométrique de premier terme v,=2et
deraisong=3.

1. Exprimer v, en fonction de n et calculer le dixiéme terme de
cette suite.

2. Etudier les variations de (v,).

3.a.Calculer lasomme S=vy+ v, + ... + vg

b. Calculer la somme S’ =v, +v,+ ... + vo.

Exercice 2. 16 (Déclic, 64 p 158)
Pour chaque suite, indiquer si elle est géométrique

(en précisant sa raison) ou non.

=5n? 2. v, =3x4"
4" to = —2
. i 3"+1 “. {tn-ﬂ = tu +2"
4x(-5)" {Zo =k
5.k =———— 6.
" 3 I = —33,,

Exercice 2. 17
Pour chaque suite dire si elle est géométrique (en
précisant sa raison) ou non

a. u,=6n-—2n2+1 b. up =5
2
9 {un+1=% d. {un+1=urzl+3
u0=—1 u0=4'

Exercice 2. 18 (Déclic, 120 p 164)
Soient u, a et b les suites définies sur N par :
U, =5x2"-3n+1,4a,=5%x2" et b, =-3n+1
1. Quelle est la nature des suites a et b ? Justifier.
2. Calculer et exprimer en fonction de n les sommes
Si=ag+q++a, et S;=by+by+--+b,.
3. Calculer alors la somme S =ug + uq+-+-+ u,,.

Exercice 2. 19 (lelivrescolaire 71 p 36)
Dans chaque cas, on considére deux termes d'une suite

géométrique (v,) définiesur N.

Déterminer la raison et le premier terme puis exprimer
v, enfonction de n, pourtout neN.

1 v,=6 et v, =1458

2. v;=—18 et v, =35

v, =15 et v, = 46875
v, = 65536 et v,, = 262144

Exercice 2. 20 (95 p 90)

Un globetrotter a parié quil pouvait parcourir

5000 km a pied. Il peut, frais et dispo, parcourir 50 km en une
Journée, mais chaque jour, la fatigue saccumule et donc sa
performance diminue de 1 % tous les jours.

On notera d,, la distance parcourue durant le n-ieme jour.

1. a. Calculer les distances d,, d, et d,.
b. Donner I'expression de d,,,, en fonction de d,.

<. En déduire la nature de Ia suite (d,) et |'expression de d, en
fonction de . =

2. Calculer, en fonction de n, le nombre total L, de kilométres
parcourus au bout de n jours.

3. Justifier que L, < 5 000 pour tout n. Que dire du pari du
globetrotter ?

4. Al'aide de la calculatrice, déterminer le nombre minimal de
jours N qui lui seraient nécessaires pour parcourir 4 999 km.

Exercice 2. 21 (97 p 91)

Au niveau de la mer (altitude 0), la pression
atmosphérique est de 1013 hectopascals.

On suppose que la pression atmosphérique diminue de
1,25 % a chaque élévation de 100 m,

On note p, la pression atmosphérique en hectopascals a
I'altitude 100 en métres. Ona doncp, =1013.0narrondira
tous les résultats a 'unité.

1. Calculer les pressions p, et p, aux altitudes 100 et 200 m.
2. Ecrire p,,,, en fonction de p, pour tout entler naturel .
Que peut-on en déduire sur la sulte (p,) ?

3. Exprimer p, en fonction de n.

4, Calculer la pression atmosphérigue a l'altitude 3 200 m.
5. Calculer & partir de quelle altitude (a 100 m prés) la pres-
sion atmosphérique devient inférieure a 600 hectopascals.

Exercice 2. 22 (100 p 91) algorithmique, somme
On considére la suite [Tgef suite somme():

géométrique de pre- § U=5
i - S=...
m!er terme uy =5 et de 4 for i dn range(ee.,.. )
raison 7. Compléter le |s U=...
programme ci-contre afin | © S=...
7 return(s)

que la fonction Python
retourne la somme ug + ... + ;g

Exercice 2. 23 (101 p 91) algorithmique, recherche de rang
La désintégration de I'atome de radium
produit un gaz appelé radon qui, lui-méme,
se désintégre au cours du temps en perdant
16,5 % de sa masse chaque jour. On considére
qu‘au début de |'expérience, on dispose d'un gramme de
radon. On désigne par u, la masse de radon au bout du
n-iéme jour. On a donc uy = 1.

1. Ecrire u,,, , en fonction de «, pour tout entier naturel 1.
2, De quelle valeur semblent se rapprocher les termes u,
lorsque n devient grand ?

3. Recopier et compléter la fonction Python ci-contre afin
qu’elle retourne le premier terme de la suite inférieur ou

égal 3 10¢ ainsi que I'indice de ce terme.
R O L R—

n=
return

u)
EETHJL&% 1CE
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Exercice 2. 24 (119 p 100) algorithmique, listes

On considére des listes de nombres définies de la maniére
suivante:

Etape 0 — Ly =(1)

Etapel—)L, ( 'y
111

Etape2 > L, = ( 7" 2,4)
111

Etape3 > L, = ( YRR AR

On obtient chaque liste en recopiant la précédente et en y

rajoutant les mémes termes divisés par 2.

1. a. Quelle est la plus petite valeur n pour laquelle la liste L
contient plus de 2 020 éléments ?

b. Compléter le programme suivant pour qu'il renvole le 2 020¢
élément de L, ol n est I'entier déterminé a la question 1.a.,

Tdef list(): ]

2 L=[1]

3 for k in range(...):

4 U=[i*@.5 for i in L]
5 L=L+...

6 return(L[...])

2. Pour tout entier naturel #, on appelle u,, le dernier élément
delaliste L .

a, Exprimer 1, ,, en fonction de u, pour tout entier naturel 1.
Que peut-on en déduire pour la suite (u,) ?

b. Que peut-on conjecturer sur la limite de («,) ?

Exercice 2. 25 (Sujet C p 99)

Soit OA A, un triangle rectangle
isocéle en A,. Extérieurement au
triangle OAZA,, on construit sur
le coté [OA;] un triangle OA,A, A60
rectangle isocéle en A,. A, A

1. On pose OA; = 1. Démontrer A

V2
que:0A; = AA, = 5 A A,
2, On réitére le procédé et on trace une suite de triangles
rectangles isocéles. SiOA, A est un triangle rectangle iso-
céleen A, on trace alors extérieurement a celui-cile triangle
OA A, rectangle isocéleen A, .
a. Déterminer unerelation entre les longueur OA __, et OA .
b. On pose pour tout entier naturel 7, u, = OA .
Déterminer la nature de la suite (i2,) et exprimer son terme

général en fonction de n.

3. 0n note L, la longueur de la ligne brisée OAA,A,
A A, Cest-a-dire: L =0A,+ AA +... +A A

a. Déterminer l'expression de L, en fonction de a.

b. Conjecturer la limite de la suite (L,).

Exercice 2. 26 (104 p 92)
Pour placer un capital de
5000 €, on alechoixentre
deux formules :

A. Formule de placement
a prime constante
chaque année, le capital
est augmenté de 250 €. ——

On appelle C, le capital disponible aprés n années.
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B. Formule de placement a taux d‘intérét fixe 8 4% par an:
chaque année, le capital est augmenté de 4 % par rapport a
I'année précédente. On appelle K, le capital disponible aprés
nannées,

Répondre aux questions suivantes pour chacune des suites
(Chet(K).

1. Calculer les trois premiers termes de la suite.

2. Exprimer le terme de rang n + 1 en fonction du terme de
rang n.Que peut-on en déduire pourla suite? Préciser la raison.
3. Donner I'expression en fonction de n du capital disponible
aprés 1 années de placement,

4, Calculer le capital disponible aprés 6 années de placement.
5. Aprés combien d'années le capital aura-t-il doublé ? Cette
durée dépend-elle du montant du capital initial ?

Exercice 2. 27

Un patron propose a ses employés, au choix de chacun,
trois modes d’augmentation de leur salaire mensuel au
premier janvier de chaque année :

Contrat A : une augmentation fixe du salaire mensuel de
50 €.

Contrat B : une augmentation de 3,5 % du salaire mensuel
de I'année précédente.

Contrat C: une augmentation de 2 % du salaire mensuel
de [l'année précédente a la quelle s'ajoute une
augmentation fixe de 20.

Au premier janvier 2002 e salaire mensuel des employés
estde 1200 €.

On note respectivement u,, v, et w, les salaires
mensuels des contrat A, B et C 'année 2002 + n.

Contrat A

1. a. Calculer u, et u,.

b. Exprimeru,,4 en fonction de u,. En déduire la nature
de la suite (u,).

¢. Exprimeru, en fonction de n. En déduire le salaire
mensuel en 2011.

d. Exprimer le montant total des salaires versés du début
de I'année 2002 jusqu’a la fin de 'année 2002 + n.

En déduire le montant total des salaires, du début de
I'année 2002 jusqu’a la fin de 'année 2011.

2. Dans la feuille de calcul ci-dessous, quelles formules,
destinées a étre recopiées vers le bas, faut-il entrer dans
les cellules B4 et C4 ? Compléter les colonnes B et C.
Contrat B

1. a. Calculer v, et v,.

b. Exprimer v, en fonction de v,. En déduire la nature
de la suite (vy,).

¢. Exprimer v, en fonction den. En déduire le salaire
mensuel en 2011.

d. Exprimer le montant total des salaires versés du début
de I'année 2002 jusqu’a la fin de I'année 2002 + n.

En déduire le montant total des salaires, du début de
I'année 2002 jusqu’a la fin de 'année 2011,

2. Quelles formules, destinées & étre recopiées vers le
bas, faut-il entrer dans les cellules D4 et E4 ? Compléter
les colonnes D et E.

A B C D E E G
1 Contrat Contrat Contrat
A B C
2 Salaire Salaire Salaire Salaire Salaire Salaire
n a
mensuel | cumulé | mensuel | cumulé | mensuel | cumulé
3 0 1200 14 400 1200 14 400 1200 14 400
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4 | 1
5|2
6 | 3
7| 4
8 | 5
9 | 6
10| 7
11 | 8
12| 9
Contrat C

1. a. Calculer wy et w,.

b. La suite (w,) peut-elle
géométrique ?

c. Exprimer w4 en fonction de w,,.

d. On définit la suite (t,) en posant, pour tout entier
naturel n, ¢, = w, + 1000.

Montrer que (t,) est une suite géométrigue dont on
précisera la raison et le premier terme.

e. En déduire I'expression de w,, en fonction de n, puis le
salaire mensuel en 2011.

f. Exprimer le montant total des salaires versés du début
de I'année 2002 jusqu’a la fin de I'année 2002 + n.

En déduire le montant total des salaires, du début de
I'année 2002 jusqu’a la fin de I'année 2011.

2. Quelles formules, destinées a &tre recopiées vers le
bas, faut-il entrer dans les cellules F4 et G4 ? Compléter
les colonnes F et G.

étre  arithmétique ?

Exercice 2. 28 (102 p 91) suite arithméticogéométrique
Soit (u,) une suite définie pour tout entier naturel n par:

u,
Uy =5 F 1etu,=0.

1. a. Calculer uy, uy, uy, ..., ;o dans un tableur,

b. Conjecturer la limite de (u,).

¢. Lasuite (u,) est-elle arithmétique ? géométrique ?
2. Soit (v,) la suite définie par v, =, - 2.

a. Enexprimantv,, en fonction de v, pour tout entier naturel
n, démontrer que lasuite (v,) est une suite géométrique dont
on précisera la raison et le premier terme.

b. Donner I'expression de v, en fonction de .

<. En déduire I'expression de u,, en fonction de .

3. a. Al'aide d'un programme ou du tableur, calculer des termes
de lasuite (v,) pour de grandes valeurs de n.

b. Quelle conjecture peut-on faire concernant la limite de la
suite (v,) ? Cette deuxiéme conjecture semble-t-elle cohérente
avec celle faite a la question 1.b.?

Exercice 2. 29 (118 p 100) suite arithméticogéométrique
La bactérie E. Coli pourrait
permettre de produire du bio-
carburant par modification
génétique. L'expérimentation
montre que dans un milieu
nutritif optimisé, la masse
de bactéries augmente de 20 % par jour. On démarre la
production avec 1 kilogramme de bactéries. Chaque jour,
4 heure fixe, on remplace le milieu nutritif et on préléve un
échantillon de bactéries pour suivre la modification géné-
tique. Ces opérations retirent 100 grammes de bactéries de
la cuve. Onsouhaite produire 30 kilogrammes de bactéries.
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1. Onmodélise I'évolution de la population de bactéries par
une suite (u,) telle que pour tout entier naturel n, u_ est la
masse de bactéries en grammes 1 jours aprés le début de
['expérimentation.

a. Donner u,

b. Exprimer u,,, , enfonction de & , pour tout entier naturel 7.

2, Ecrire une fonction Python retournant le nombre de jours
nécessaires pour atteindre I'objectif,

3. Pour tout entier naturel #, on pose v, = u, - 500.
a. Montrer que (v,) est une suite géométrique.

b. Exprimer v, puis u,, en fonction de n.

<. Conjecturer la limite de (u,).

Le modéle choisi vous parait-il réaliste ?

Exercice 2. 30 (Déclic, 124 p 165) suite homographique
On considére la suite « définie sur N par uy =3 et, pour
2

tout entier n, 4,4 = T
1 n

1. A I'aide de la calculatrice, conjecturer le sens de
variation de cette suite et sa limite éventuelle.

2. Caleuler u, et u,. Cette suite est-elle arithmétique ?
Est-elle géométrique ? Justifier.

3. Onadmet que u est positive et on considére la suite
v définie sur N par:

3
V"“1_u,,+2 (x)

a. Calculer les premiers termes de v puis conjecturer
la nature de la suite v. Démontrer cette conjecture.
b. En déduire une expression de v, en fonction de n.

c. Justifier que pour tout neN :
3
-v,
En déduire une expression de v, en fonction de n.
Justifier alors que u bien une suite convergente.,

2

U, =

Exercice 2. 31 (lelivrescolaire 86 p 38)
On considére les suites (u,) et (v ) définies pour tout

entier naturel n par:
u, =1 v, =2
[ 3u,+2v, et _2u, +3u,
U= 8§ Vorr 575
1. Calculeru,, v,, u, et v,.
2. On considére la suite (d,) définie pour tout entier
naturel n par d, =v —u,.
a. Montrer que la suite (d,) est une suite géométrique
dont on donnera sa raison et son premier terme.
b. En déduire l'expression de d_ en fonction de n.
3. On considére la suite (s,) définie pour tout entier
naturel n par s, =u,+v,.
a. Calculer sg, s, et s,.Que peut-on conjecturer ?
b. Montrer que, pourtout neN, s, =s_.Qu'en
déduit-on ?
4. En déduire une expression de u, et v, en fonction
de n.
5. Déterminer, en fonctionde ne N :
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a. Tn=uo+u1+...+un
b. W =v,+v,+..+u,

Exercice 2. 32
On considére la suite de nombres réels (u,) définie sur N

1 0
arugy = —1, u; = = et, pour tout entier naturel n,
0 1 2

Upy2 = Upy1 _%un-

1. Calculer u, et en déduire que la suite (u,) n’est ni

arithmétique ni géométrique.

2. On définit la suite (v,) en posant, pour tout entier

naturel n, vy, = Uyyq —%un.

Montrer que vy = 1.

Exprimer v, en fonction de v,,.

En déduire que (v,,) est géométrique de raison §

Exprimer v, en fonction de n.

On définit la suite (wy,) en posant, pour tout entier
Un

naturel n, w, = -
n

a. Montrer que wy = —1.

wao p oo

b. En utilisant I'égalité u,, 1 = v, + %un exprimer Wy,
en fonction de u, et de v,,.
c. En déduire que pour tout entier naturel n,
Wner = Wy + 2.
d. Exprimer w,, en fonction de n.
21l
2n °
5. a. En utilisant la question précédente démontrer que
pour tout entier naturel n telquen = 2, u,, > 0.

b. Montrer que pour tout entier naturel n,
2

an+t’
¢. En déduire le sens de variation de la suite (1) nsz-
d. En utilisant la calculatrice déterminer le premier entier
naturel ny a partir duguel les termes de la suite (tp)ns2
sont inférieurs a 0,01. Justifier.
e. Quelle conjecture peut-on faire sur le comportement
de la suite (u,,) lorsque n tend vers 4+,
f. Proposer un algorithme demandant un réel e > 0 en
entrée et donnant en sortie le premier entier ny tel que
pour tout entier n = ng, u, < €.

4, Montrer que pour tout entier naturel n, u, =

Upyg — Up =

Exercice 2. 33 (Déclic 136 p 169) triangles de Sierpinski
On partage un trlangle équilatéral bleu, de 10 cm de

coté, en quatre triangles équilatéraux en tragant les
segments joignant les milieux des c6tés de ce triangle.
On blanchit le triangle central.

Chaque petit triangle bleu est alors partagé en quatre
triangles selon la méme procédure que précédemment
et on blanchit le triangle central.

Et ainsi de suite, on poursuit la construction.

& A
@

Etape Etape Etape

@ ®

A I’étape n, oll » est un entier non nul, on note :
» 4, le nombre de nouveaux triangles blanchis ;
* p, le périmétre d’un nouveau triangle blanchi ;
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= g, I'aire d’un triangle blanchi.

On rappelle que :

« [a hauteur d'un triangle équilatéral de cdté ¢ est
o3

'_2""" *

» lorsque des longueurs sont multipliées par un réel k,

alors les aires sont multipliées par k2

Partie A. Etude d'un nouveau triangle blanchi

1. Déterminer u;, p, et a;.

2. Comment obtenir u,, p, et a, d partir de u,;, p; et

@y ? puis uz, p, et a; d partirde u,, p, et a, ?

3. a. Exprimer, pour tout entier n>1, u,,,, en fonction

de u,, puis p,., en fonction de p, et enfin g,,, en

fonction de q,.

b. En déduire la nature de chacune des suites (u,),

(pn) et (an )
c. Exprimer u,, p, puis a, en fonction de n.

égale

Partie B. Somme de périmétres
Pour tout entier n21, on note S, la somme des péri-
métres des nouveaux triangles blanchis au cours de
I'étape n.
1. Exprimer S, en fonction de 4, et p,.
2. Vérifier que, pour tout entier n=1,ona:
. S, =10x15"
3. Al’dide de la calculatrice :
a. déterminer & partir de quelle étape » lasomme S,
dépasse 1 m, puis 10 km;
b. conjecturer les limites éventuelles des suites

(4,).(P,) €t (S,)-

Partle C. Somme des aires

Pour tout entier n=1, on note S, la somme des aires
des nouveaux triangles blanchis au cours de |'étape ».
1. Montrer que, pour tout entier n=1,0na:

S = 25;'/§ x 0,751
2. Quelle est la nature de la suite () ?
3. Conjecturer la limite éventuelle de la suite (S;,).
4. Commenter les limites des suites (S, ) et (S;,).
5. Pour tout entier n =1, on note 7, la somme totale
des aires de tous les triangles blanchis au cours des
n étapes.
a. Intultivement, vers quelle valeur tend la suite (T,, )?
Justifier.
b. Montrer que, pour tout entier n=1,0na:

T, = 253(1-0,75")
c. A I'aide de la calculatrice, retrouver la conjecture
de la question 5. a.

Exercice 2. 34 (TS, Liban, mai 2019)

Chaque semaine, un agriculteur propose en vente directe
a chacun de ses clients un panier de produits frais qui
contient une seule bouteille de jus de fruits. Dans un
esprit de développement durable, il fait le choix de
bouteilles en verre incassable et demande a ce que
chaque semaine, le client rapporte sa bouteille vide.



2 Suites arithmétiques et géométriques

On suppose que le nombre de clients de I'agriculteur
reste constant.

Une étude statistique
suivants :

— a l'issue de la premiére semaine, la probabilité qu'un
client rapporte la bouteille de son panier est 0,9 ;

— si le client a rapporté la bouteille de son panier une
semaine, alors la probabilité qu’il raméne la bouteille du
panier la semaine suivante est 0,95 ;

— si le client n'a pas rapporté Ia bouteille de son panier
une semaine, alors |la probabilité qu’il raméne la bouteille
du panier la semaine suivante est 0,2.

On choisit au hasard un client parmi la clientéle de
I'agriculteur. Pour tout entier naturel n non nul, on note
R, I'événement « le client rapporte la bouteille de son
panier de la n ieme semaine ».

1. a.Modéliser la situation étudiée pour les deux
premiéres semaines a I'aide d’'un arbre pondéré qui fera
intervenir les événements R, et R,.

b. Déterminer la probabilité que le client rapporte ses
bouteilles des paniers de la premiére et de la deuxieme
semaine.

¢. Montrer que la probabilité que le client rapporte la
bouteille du panier de la deuxieme semaine est égale a
0,875.

d. Sachant que le client a rapporté la bouteille de son
panier de la deuxiéme semaine, quelle est la probabilité
qu'il n'ait pas rapporté la bouteille de son panier de la
premiére semaine ? On arrondira le résultat a 1073,

2. Pour tout entier naturel n non nul, on note 7, la
probabilité que le client rapporte la bouteille du panier de
la niéme semaine. On a alors ,, = P(R,,).

réalisée donne les résultats

a. Recopier et compléter l'arbre pondéré (aucune
justification n’est attendue) :
o _ Rpp1
P
n \
"t R
vio__Rpn1
_/
Rps1
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b. Justifier que pour tout entier naturel n non nul, 7,1
0,751, + 0,2.

c. Démontrer que pour tout entier naturel n non nul, r;,
0,1x0,75"1+0,8.

d. Calculer la limite de la suite (73,). Interpréter le résultat
dans le contexte de I'exercice.

Exercice 2. 35 (TS, Liban, mai 2018)

Un jeu de hasard sur ordinateur est paramétré de la fagon
suivante :

- Sile joueur gagne une partie, |la probabilité qu’il gagne
la partie suivante est%; =

- Sile joueur perd une partie, la probabilité qu’il perde
la partie suivante est-;—;

- La probabilité de gagner la premiére partie est %. Pour
tout entier naturel n non nul, on note G,, I'événement « la
n iéme partie est gagnée » et on note p,, la probabilité de
cet événement. On a doncp, = %.
1. Montrer que p, = Z

16
2. Montrer que, pour tout entier naturel n non nul,
1 1
Pn+1 = —3Pn + 7
3. On obtient ainsi les premiéres valeurs de p;, :
n 1 2 3 4 5 6 7
P 1 0,4375 | 0,3906 | 0,4023 | 0,3994 | 0,4001 | 0,3999

Quelle conjecture peut-on émettre ?

4. On définit, pour tout entier naturel n non nul, la suite

2
(un) paru, =pp — 5

a. Démontrer que la suite (u,) est une suite géomé-

trique dont on précisera la raison.

b. En déduire que, pour tout entier naturel n non nul,
_2 3 ( 1\"1

Pa=:-5(3)

¢. Lasuite (p,) converge-t-elle ? Interpréter ce résultat.
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3 Second degré Etudier une fonction du second degré

1 Fonctions polynomes du second degré

~
Définition 3. 1 Exemple 3.1

j fonction polynéme du 2™ degré . . a m;_) £
1. Parmi les fonctions suivantes lesquelles sont

des fonctions polyndmes du second degré ?
a fitxeER- —x* +x%(x+1)+2
b. foix ER - (2x + 1)? — 4x?
¢ f3ix€ERP 3x(x—4)+7x

2. Déterminer lesréels a, b et ¢ tels que :
X3+ 2% —x—2=(x—1)(ax® + bx +¢).
En déduire les solutions de I'équation :
X+2x2—-x-2=0.

Une fonction polyndme du second degré (ou de degré 2) est
une fonction f définie sur R dont I'expression algébrique
peut &tre mise sous la forme f(x) = ax? + bx + coli q, b,
¢ sont trois réels avec a #+ 0.

Remarque: On admet que I'écriture ax? + bx + ¢ est unique.
Cette expression, appelée trinéme du second degré,
est la forme développée de f(x). Les réels a, b et ¢
sont appelés coefficients de la fonction polynéme.

row I
(_( Propriété 3. 1 J —) Exemple 3. 2
forme canonique
1. Donner la forme canonique des fonctions :

a firxeERHx2-8x+9;
b. f,:xERw- —2x2+6x+1.

Pour toute fonction polynédme du second degré
f:x & ax?® + bx + c, il existe deux nombres réels uniques a
et B tels que, pour tout réel x :

2. . .
F(0) = alx—a)? + ; Proposer un algorithme 'demandant trois réels
b b2—aac a, b etc, a # 0 en entrée et retournant deux
=——etf=fla)y=——. . . .
el 2a © 4a réels o et f tels que a(x — a)* + B soit la
Cette écriture est la forme canonique de f. y forme canonique de la fonction x € R —
ax® + bx + c.

Remarque : le terme « canonique » qualifie 'expression censément naturelle, qui facilite les manipulations ultérieures. Elle
permet en effet ici de démontrer rapidement les deux propriétés suivantes.

P iété 3. 2 )y
ropriété 3. J variations\

Soit f : x » ax?® + bx + ¢ une fonction polyndme du second degré et a(x — a)? + 8 sa forme canonique.

Sia > 0: letableau de variation de f est: Sia < 0: le tableau de variation de f est:
i L ¥ p
oomE 9T T® Bestleminimumde Y T %77, T¥ Bastle maximum de
Variations sur R, atteinten o Variations | fla)=p sur R, atteinten
def \ f(a):ﬁ / f ‘ def / \ f

Dans les deux cas, dans le plan muni d’un repére orthogonal, la courbe représentative de f est une parabole de
sommet,S(a ; ), qui admet la droite 4 : x = a pour axe de symétrie.

=0 I=a

' . Sia<0:
J Sia>0: / ' :
- on dit que les
on dit que les branches

& branches de la
0 | de la parabole sont
) parabole sont
tournées vers le haut &3 .
J tournées vers le bas

2

@ Etudier les variations des fonctions f; : x E R = 2x2 +8x — let fy:x > —x% + 2x + 2.
2. Proposer un algorithme demandant trois réels a, b et ¢, a # 0 et retournant les variations de la fonction
Exemple 3.3 x € R » ax? + bx + c ainsi que la valeur de son extrémum et la valeur en laquelle il est atteint.

3. Soit PP la parabole d’équation y = —7x% + 28x + 3. Donner les coordonnées du sommet de P et une
équation de son axe de symétrie.
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3 Second degré Déterminer les racines d’une fonction polynéme du second degré
2 Résolution de I'équation ax? + bx + ¢ = 0 et factorisation d’un trinéme du second degré

Soit f une fonction du second degré définie sur R par f(x) = ax? + bx + c.

Définition 3. 2 )

équation du second degré, racine de f, discriminant
- Uéquation ax? + bx + ¢ = 0 d’inconnue x est appelée équation du second degré.
- On appelle racine de f toute solution.A de I'équation ax? + bx + ¢ = 0, c’est a dire tout nombre A tel que (1) = 0.

- Lenombre A = b2 — 4ac est appelé discriminant de I’équation du second degré ax? + bx + ¢ = 0.
A

Propriété 3. 3 )
L ) résolution dans R de I'équation ax®* + bx + ¢ =0
-b—VB _ —b+VA
2a & ET

Si A > 0 I'équation ax? + bx + ¢ = 0 admet deux solutions distinctes dans R:  x; = tx,

Si A = 0 I'équation ax? + bx + ¢ = 0 admet une unique solutiondans R:  x, = —i;
2a

Si A < 0 I'équation ax? + bx + ¢ = 0 n’admet pas de solution dans R.

Remarque :

- Le nombre A est appelé discriminant car il permet de distinguer, ou discriminer, différents cas possibles.

- Lorsque a et ¢ sont de méme signe on a A > 0 donc I'équation ax? + bx + ¢ = 0 admet des solutions dans R.

- Lorsque b = 0 ou que ¢ = 0 on peut déterminer les solutions sans utiliser la propriété précédente (cf ex 3. 4, 1.d et 1.e)
1. Résoudre dans R les équations suivantes :

Exemple 3. 4 a —x'-x+2=0; ¢ 3x*-2x+1=0; e. 3—x%=0.
b. 18x%+24x+8=0; d 5x2+x=0;
2. Proposer un algorithme renvoyant les solutions réelles de I'équation ax? + bx + ¢ = 0, a # 0.
-“.p'r'apﬂétéxa'am} = Exemple 3. 5
factorisation Factoriser les trindmes suivants :
SIA>0,Vx€eR, ax?+bx+c=alx—x)(x—x;) | A =22+x-1 C(x)=x2 -5

B(x) = —2x* + 16x — 32 D(x) = 3x% — 2x

SiIA=0,VxER, ax2+bx+c=a(x—xo)@—)60’)

Remarque

- SI A >0, x4 et x; sont qualifiés de racines simples, ou d’ordre 1. Si A = 0 on dit que x, est racine double, ou d’ordre 2.

- Dans certains cas (identité remarquable, b = 0, ¢ = 0, racine évidente) on peut factoriser ax? + bx + ¢ sans utiliser la
propriété précédente (cf ex 3. 5)

) E le3.6
Propriété 3.5 : - xemple 3.
Jsomme et prodwt;de giciics 1. Trouver deux nombres réels de somme 25 et de
DanslecasouA>0: - S=x ta=—- produit 144,
- p=x, XX, = g ' 2. Trouver une racine évidente de 2x% + 3x + 1 et
a h

déterminer I'autre avec la propriété 3. 4

Conséquences

- Sion connait une racine on peut calculer 'autre rapidement en utilisant s ou p. On a donc intérét a repérer, lorsque c’est
possible, une racine évidente comme 1, —1, 2, —2 etc. (cfex 3. 5)

- Laconnaissance de s et p permet de donner des informations sur le signe des racines. Par exemple le trindme x? — 6x +
8 admet deux racines. Leur produit vautg = % = 8 donc les racines sont de méme sighe. Leur somme vaut —_TG = 6donc
les racines du trindme sont toutes deux positives (si elles étaient négatives leur somme le serait aussi).

- Lapropriété précédente permet d’écrire ax? + bx + ¢ = a(x? — sx + p). En particuliersia = 1 alors —s = b etp = c.
Par exemple, avec x? — 6x + 8 on a directement s = 6etp = 8.

- On peut facilement démontrer que deux réels ont pour somme s et pour produit p si et seulement si ils sont solutions de
I'équation x2 — sx + p = 0. Cela permet de trouver deux réels connaissant leur somme et leur produit (ex 3. 5).



3 Second degré Etudier le signe d’une fonction polyndme du second degré

3 Signe d’un trindme du second degré

b )
Propriété 3. 6 ) signe de ax® + bx + ¢

Soit f une fonction polyndme du second degré définie par f(x) = ax? + bx + c.

Si A < 0 alors f(x) est du signe de a sur R et ne s’annule pas.

Si A = 0 alors f(x) est du signe de a sur R et s’annule en xy, son unique racine.

Si A > 0 alors f(x) est du signe de a partout sur R sauf entre ses deux racines x; et x;.

Remarque

On peut retenir cette propriété sous cette forme : le trindbme du second degré ax? + bx + ¢ est du signe de a partout sauf
entre les racines quand elles existent.
Exemple 3.7 | Résoudre les inéquations :a. 2x + 1)(3—x) > 0;

b.—2x?2+5x <4; ¢ (x—4)?<(2-5x)?

lllustration graphique

a>0 a<0
y y
=L
2a
ol L «x
A<O :
1
b O X
“2a
x —00 X1 b +o0 Z
f(x) signede a 0 signede—a 0 signede a S
b
y .t(] :—5 y
olx
A=0 \
(0] b X
Xo=-5=
a
x —00 X +oo
f(x) signe de a 0 signede a
y y
b |
X1 2a|l X2 X | Xz
p x O| b x
2
A>0 | ¢
|
X —00 +co <
f(x) signedea




3 Second degré Démonstrations

D1 - Résolution des équations du second degré

Rappels

1. Toute fonction polyndme du second degré x— ax? +bx+c possede une écriture (dite canonique) de la
b 2

forme a(x—a)’ +p, avec o=—— et Bx"b 4ac
2a 4a

2. Pour tous nombres réels a et b, on a a2 —b? =(a+b)(a-b).

1. En utilisant les notations des paragraphes 1. et 3. du cours, montrer que l'€quation ax?+bx+c=0 peut
o

42’

2. Raisonnement par disjonction de cas

a. Si A < 0, expliquer pourquoi I'équation ax? +bx+c =0 n‘admet aucune solution.

b. Si A =0, montrer que o est I'unigue solution de ’4quation ax* +bx+c=0.

sécrire (x—a)’ =

¢. Si A > 0, montrer que 'équation (x—a)’ =ﬁ est équivalente a une équation produit nul.
a

En déduire les solutions de ax2 +bx+c=0 en fonctiondeq, b et A,
CORRIGE

1. D'aprés le Rappel 1, pour tout réel x,ona: ax? +bx+c=a(x—a ) +p=a(x~a )’ - 4A avec A =b2 —4ac.
a

- s A s A
Léquation ax? +bx+c=0 est donc équivalente 3 a(x-o )l = o ouencore 3 (x—a)? =27
4] [t

2. a.Si A <0, alors AZ<0.

4a
Puisque le carré d’'un nombre réel est positif, il n'existe aucune valeur de x pour laquelle (x—o)? :F
4
est une égalité vraie.
Donc ax? +bx+c=0 n‘admet aucune solution réelle.
b. Si A=0, on obtient (x—a)?=0. Cette équation est équivalente & x—a. =0,
Finalement, o en est I'unique solution.
2
. : A JA
¢. SiA>0,le nombre VA existe. Donc I'équation (x—OL)2 ) est équivalentea (x- a)z :(—2—] (*).
a a

D'aprés le Rappel 2, elle est aussi équivalente a [(x—a)+g}{(x - a)-g} =0.
a a

C'est une équation produit nul.

Donc (x—a)+—A=0 ou (x—on)m—A:O. Ainsi x:ow——A ou x:a+£. Or, az—-i.
2a 2a 2a 2a 2a
. ~b-JA  —b+JA
Donc les solutions sont et ;
2a 2a

2

- A Al L . . .

Remarque : En écrivant 4—2-=[-—2—J a l'étape (*), on obtient les mémes solutions.
a a



3 Second degré

Démonstration 1 : Forme canonique

Rappel : Pour tous nombres réelsa et b,on a:
- a2 +2ab=(a+b) - 2. - \
Soit f une fonction polynéme du second degré, c'est-a-

dire une fonction x+— ax? +bx+¢, avec a réel non nul
et b et ¢ des réels.

1. Montrer que, pour tout nombre réel x, f(x) peut
€ ! ( ’ b J
sécrire of x*+—x |+c.

a

2. Vérifier alors que, pour tout x dans R, ona:
2

f(x):a(,w%)z —~b—-+c

4q
3.En déduire que, pour tout nombre réel ux,
X 2_4
f(x)=a(x—a)* +p, avec a:—i et B:_P e
2a 4a

Démonstration 2 : Variations d’une fonction
polynéme du second degré

Rappel : Une fonction f est strictement croissante

(resp. strictement décroissante) sur un intervalle | si pour
tous x, et.x, dans lavec.x; <x,ona f(x) < f(x,) |
(resp. f(x;) > f(x,)) ;
Soit f une fonction polyndme du second degré.

Partie A. Cas ol1 ¢ est strictement positif
Démontrons que f est strictement décroissante sur
J-o; a] et strictement croissante sur [o ; +ocf.

Etude sur |-« ; o]

Soit x, et x, deux nombres appartenanta |- ; o], tels
quex; < x,=d,

1. En utilisant les variations de la fonction carré, démontrer
que (x—a) > (x,-a).

2. En déduire que f(.x;)> f(.x,) et conclure.

Etude sur [a; +%[
Remarque : On pourrait raisonner de méme sur |
lintervalle [o; +=[. On propose ici une autre

démonstration.

Soit x; et x, deux nombres appartenant a [o ; +cc[, tels
quea < x; <, Posons y =2a—x, et y, =20~ x,.
1, Vérifier successivement :

yel-o;al et y,el-2;a], puisy, <y, puis
f(y)=1(x).

2. De méme, on montre que f(y,)=f(x,).

Déduire des questions précédentes que la fonction f est
strictement croissante sur l'intervalle [a ; +oo[.

Partie B. Cas oll a est strictement négatif
Démontrons que f est strictement croissante sur J-co ; o]
et strictement décroissante sur [o ; +f.

Etude sur |~ ; o]

Soit x, et x, deux nombres appartenanta ]-«; o] tels
que x, <ux, <a.

Démonstrations

1. Démontrer que (x,-a)* > (x2 -a ).
2. En déduire que f(x,)< f(x,) et conclure.

Etude sur [o ; +0]

Soit x, et .x, deux nombres appartenant a [o ; +co[ tels
quea = x; <.,

En adaptant les questions 1. et 2. ci-dessus, démontrer
que f est strictement décroissante sur [a. ; +oo[.

Démonstration 3 : Axe de symétrie d’une
parabole

Considérons la parabole % représentant, dans un repére

orthonormé, la fonction polynéme de degré 2 écrite sous

forme canonique f: x—a(x-a) +p.

1. Montrer que pour tout nombre réel h,on a:
fla+h)=f(o-h)

2. a, Justifier que, pour tous points Met M' symétriques

par rapport a la droite d'équation x=q, il existe un

nombre réel htel que xy =a—h etxy, =a+h.

b. En déduire que la parabole & est symétrique par

rapport a la droite d'équation x=a.

Démonstration 4 : Somme et produit des
éventuelles racines

1. Dans le cas A > 0, rappeler l'expression des deux
racines de la fonction x— ax? +bx+c.

s . . b
2. a. Vérifier alors que leur somme est égale 8 —.
a

b. En utilisant une identité remarquable, montrer que le

. ; cos ] .
produit des racines est égal a F><(b2 —A) eten déduire
a

) s €
qu'il est égal a —.
a

Démonstration 5 : Ecriture factorisée

Rappel : Pour tous nombres réels a et b, on a
- @b =(a-b)(a+b)
Soit f une fonction polyndme de degré 2. On utilisera les

notations des paragraphes 1. et 3. du cours.
1. Montrer que, pour tout nombre réel x, f(x) peut

.y ( b Jz A
secrire a| | x+— | ——— |.
2a 4q?

2. Supposons que A = 0. Déduire de la question 1.
I'écriture factorisée de f,

3. Supposons que A > 0.

g 2
a. Ecrire (x+—b—) S comme la différence de deux
2a 442

carrés,
b. En utilisant le Rappel, donner I'écriture factorisée de f.



3 Second degré

Activité 1 : variations d’une fonction polynéme du second degré
Un constructeur d’automobile décide de commercialiser
des voitures a bas co(t : chaque voiture doit étre vendue 6
milliers d’euros.

Sa production g peut varier entre 0 et 100 milliers de
voitures. Suite & une étude réalisée, les colts de
production {en milliers d’euros) sont donnés par la formule
suivante : C(g) = 0,05g% + q + 80 (g exprimé en milliers
d’unités).

1. Exprimer, en fonction de g, la recette R(q), en milliers
d’euros.

2. On appelle fonction polynéme du second degré toute
fonction f définie sur R par f(x) = ax? + bx + ¢, ol a #
0. L’expression ax? + bx + ¢ est unique et appelée forme
développée de f.

Activités

Déduire de la question précédente la forme développée,
en fonction de g, de la fonction B qui donne le bénéfice
réalisé par 'entreprise.

3. Dans cette question on se propose de déterminer le
nombre d’automobiles a produire et a vendre pour obtenir
un bénéfice maximal.

a. En développant l'expression proposée, déterminer
deux réels a et B tels que B(q) = —0,05(q — a)* + 8.
Cette expression est appelée forme canonique de f.

b. Rappeler les variations des fonctions f : x E R = x —
a,g:x€ERP x?eth:x € R —0,05x + S.

En déduire que B est décroissante sur [a ; 100].

c. Quel est le nombre d’automobile a produire pour
obtenir un bénéfice maximal ?

Activité 2 : déterminer les racines d’une fonction du second degré

1. On se propose de résoudre I'équation du

second degré (E) :x% + 10x = 39. T
Voici la méthode proposée par Al-Khwarizmi.

Etape 1: on suppose que x est positif et on

construit un carré de coté x.

Etape 2 : on borde ce carré de deux rectangles

. . 10
dont I'aire respective vaut 5 XX

On obtient ainsi 5 comme autre dimension.

e . , Etape 1
Etape 3 : on compléte alors le grand carré.

a. Exprimerl'aire de la surface colorée en jaune de deux
fagons différentes, en déduire que :

x% 4+ 10x = (x + 5)% — 25.
b. En déduire que résoudre I'équation (E) revient a
résoudre I'équation (x + 5)% = 64.
Déterminer alors la solution positive de I'équation (E).

T b
T T 5 z* az
S T |
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Al-Khwdrizmfi ne parle pas de I'autre solution de cette
équation car pour lui 64 n’a qu’une racine carrée qui est 8.
¢. Déterminer I'autre solution de I'équation (E).

2. Utiliser cette méthode pour résoudre dans R les
équations suivantes :

a. x2+12x =45 b. x*+4x—-32=0

Activité 3 : étudier le signe d’une fonction polyndme du second degré

1. On considére les fonctions f, g, h et i définies sur

Rpar:f(x)=x2+6x—7; g(x)=—4x>+8x+21;
h(x) =9x2 —6x +1; i(x) = 3x% +12x + 20.

a. Factoriser f(x). En déduire, a l'aide d’'un tableau, le

signe de f(x) suivant les valeurs de x.

b. Montrer que g(x) = (—2x + 7)(2x + 3). En déduire,

al'aide d’un tableau, le signe de g(x).

¢. Factoriser h(x). En déduire le signe de h(x).

d. Montrer que i(x) = 3(x + 2)? + 8. En déduire le signe

de i(x).

2. Tracer les courbes représentatives des quatre fonctions

précédentes. L'allure de ces courbes confirme-t-elle les

4@

résultats précédents sur le signe de ces fonctions ?
Justifier.

3. Soit f la fonction définie sur R par

f(x) = ax® + bx + coua, b et ¢ sont des réels, a # 0.
Suivant les valeurs de a, b et ¢ on peut obtenir 'une des six
courbes ci-dessous.

a. Pour chacune de ces courbes :

- indiquer le signe de a

- celui du discriminant A de ax? + bx + ¢

- dresser le tableau de signes de f(x).

b. Enoncer alors une régle pour déterminer le signe d’'une
fonction polyndme du second degré.

'@ YV ® Y4 ®



3 Second degré

Exercices

Etudier une fonction du second degré

Exercice 3.1 DL
Mettre sous forme canonique chacun des trindmes don-

nés.

a. x2+3x—10 d. 3—2x?

b. x4+ 7x+11 e. x?—2x

c. —3x2+10x+8 f. (2x—3)2

Exercice 3.2 (29 p 51) {f~

fest une fonction polynéme du second degré. Préciser
dans chaque cas le signe du coefficient de »? et les coordonnées
du sommet de la parabole représentative de fdans un repére.

a. x -0 7 Q0
L0 | —" 1 T—,
P DV
2 |
s ———d

Exercice 3. 3 (101 p 55)
Soit fla fonction définie sur R par f(x) = 2x? + 2x - 4.
Etudier les variations de f.

Exercice 3. 4~b,/\

Soit f:x ER - (2x + 2)(3 —x) et C sa courbe
représentative dans un repére.

1. Montrer que f est une fonction polynéme du second
degré.

Déterminer la forme canonique de f.

En utilisant la forme la plus adaptée déterminer :
I'image de 0 par f ;

les antécédents de 6 par f ;

la tableau de variation de f ;

I’'ensemble des solutions de f(x) = 0;
Déterminer :

une équation de I'axe de symétrie de C ;

les coordonnées du sommet de la parabole C.

Se hoo T WN

Exercice 3. 5 (98 p 54)

Dans le plan rapporté a un repére, on considére la para-

bole % d'équation y=4x2 - x + 1.

1. Déterminer les coordonnées du sommet S de la parabole 3.
2. Déterminer I'axe de symétrie de la parabole .

Exercice 3. 6 M

Les courbes représentées ci-dessous sont deux fonctions
polyndme du second degré. Déterminer une expression
de chacune d’elles.
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Exercice 3. 7 (111 p 55)

Pour tout nombre réel m, on considére la
fonction f,, définie sur R par £, (x) = 2x% + mx + 1.

Conjecturer avec une calculatrice ou un logiciel la nature de
I'ensemble des points formés par les sommets des paraboles
représentant les fonctions £, lorsque m parcourt R puis vérifier

ou infirmer cetie conjecture par une démonstration.

Exercice 3. 8 (122 p 56)

Soit ABC un triangle équi-

latéral de coté 8.Oninscrit dans

ce triangle un rectangle MNPQ. X
On pose AM =x.

1. Quelles sont les valeurs de x N
possibles ?

2. Galculer CH, o1 H est le pied
de la hauteur issue de C.

3. En déduire que MN =xv/3,
4, Déterminer en justifiant, la valeur de x pour laquelle |'aire
de MNPQ est maximale.

= - RPN
.—Q

MY M

—_

Exercice 3. 9 {120 p 56)

On considére un rectangle ABCD dont les c6tés mesurent

4 ¢m et 8 cm. Les points M et N sont respectivement sur les
cotés [AD] et [DC] tels que DN = 2AM. On note x la longueur
en centimétres du segment [AM].

1. Quelles sont les valeurs possibles que peut prendre x ?

2, Déterminer en justifiant, la valeur de x pour laquelle I'aire
du triangle MNB est maximale.

Exercice 3. 10 (4

Un berger veut disposer ses 200 metres de grillage en
forme de rectangle. Déterminer les dimensions du
rectangle ayant la plus grande aire.



3 Second degré

Exercices

Déterminer les racines d’une fonction du second degré

Exercice 3. 11

Résoudre les équations du second degré données

1. x*—2x—4=0 3. 2x24+2x+5=0

2. x24+4x-1=0 4, 25x%2—80x +64=0

Exercice 3. 12 t/

Résoudre les équ%tions du second degré données

1. 49x2 -25=0 3. 2x2—3x=0

2. 2x24+3=0 4, 4x%2—28x+49=0

Exercice 3. 13 V

Résoudre les équations du second degré données
a. 2x+1)2=-2x+5;

b. 2x+3)(x—1)=(3x~—2)(2x - 6)

¢ (x+2)x*-3)=Qx+3)*+x-2)
d. x3+x=x2

e x4 =2

Exercice 3. 14 (54 p 52)

Sophie affirme, sans calculer la valeur exacte du discri-
minant, que 'équation 7.2+ 19x - 2019 posséde deux racines
distinctes. A-t-elle raison ? Pourquoi ?

Exercice 3. 15 B(

1. Déterminer le signe du discriminant des trindmes
suivants le plus simplement possible.

a. 3—4x%; b. 2x(x — 4); c x*+1.
2. Chacune des représentations graphiques suivantes est
celle d'une fonction trindme. Préciser pour chacune
d’elles le signe de son discriminant et celui du coefficient
du monéme de degré 2. '

S .

N AL \

Exercice 3. 16 Jx”
1. On considére la fonction f définie par

_ 8-5x-—3x2
f@) =
a. Déterminer le domaine de définition de f.
b. Résoudre f(x) = 0.

2. Résoudre les équations suivantes :
x242x+3 L

a. —3—4x—1 b. — = =-2 € ==X 1
Exercice 3. 17 (32,33 p 51) v
Factoriser les polyndmes suivahts

a. x>2+6x+9 d —x?+2x+15

b. x%+18x + 77 e. 2x>—7x+8

c. x2—x—-6 f. 3x2+7x+2
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Exercice 3. 18 \(

Résoudre les équations suivantes.

2x+2 x x+2 2x x+5 4
a. = b. = =
x—1 2x+1  2x2—x—1 3(x-2) 2(x+1) x2%2-x-2
. 1 _ 2x 2 x =0
" x?4x-2  —3x2-5x+2 ' x2-x-6 = 2x243x-2

Exercice 3. 19
On considére la fonction f définie sur R\{—1} par
2
£00 _=x x++391€ +4
1. Tracer ala calculatrice la courbe représentative de f.
Que peut-on en déduire ?
2. Factoriser —x? + 3x + 4 et en déduire une forme
simplifier de f (x).

Exercice 3. 20 \(

Les graphiques ci-dessous représentent des fonctions du
second degré x € R — ax? + bx + c.

Dans chaque cas :

a. Quepeut-ondiredeaeth?

b. Que peut-ondire de A ?

c. Déterminer une expression de f(x).

n

~2

~

-1 0 1 2 3

Exercice 3. 21 (46 p 52) .

1. Déterminer les fonctions polynémes du second degré
s'annulanten 1eten-12.

2. Déterminer la fonction polyndme du second degré fs'annu-
lant en —4 et 3 et telle qUe f(4) = 4

3. Déterminer la fonction polynome du second degre g de
racines -1 et 1 et telle que g(0) = 1.

Exercice 3. 22 (16 p 50)

Les équations suivantes ont deux racines distinctes.
Donner leur somme et leur produit.

a.x2+5x-11=0 b.2x2-x-89=0
¢.-3x2+7x4+20=0 d. -x2-9r+17=0
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Exercice 3. 23 (44 p 52)

1. Déterminer le réel ¢ de telle sorte que le réel -3 soit
solution de 'équation 2x2 - 5x + ¢ =0,
2.Sachant que I'équation précédente admet une autre solution
distincte de -3, déterminer cette deuxieéme solution.

Exercice 3. 24 (82 p 53)
Déterminer deux nombres réels dont la somme est 15 et
le produit est —54.

Exercice 3. 25 (83 p 53)
Existe-t-il un rectangle d’aire 5 et de périmétre 8 ?

Exercice 3. 26 (55-57 p 52) \(
Déterminer les solutions de I'équation donnée sachant
que l'une d’elles est évidente.

a.x2-8x+7=0 b.2¥?+x-3=0
a.-dx*+7x+11=0 b.x*+10x+9=0
a.37x2~-3r-40=0 b.x2-x-2=0

Exercice 3. 27 (53 p 52) b<
Résoudre les équations sans utiliser le discriminant.

axl+x-12=0 b.5x2-3x+1=0
€ 2x2+x-3=0 d.9x2-30x+25=0

Exercice 3. 28 )(

1. Onse propose de résoudre dans R I'équation

(B):x* +x% -2 = 0-fgs

a. Cette équation est-elle une équation du second degré ?
b. Si I'on remplace x? par X, par quoi doit-on remplacer
x*?

c. En déduire que I'équation (E) est équivalente & une
équation du second degré (E') dont I'inconnue est X.

d. Résoudre (E').

e. Pourchaque solution X trouvée, déterminer les valeurs
de x correspondantes. En déduire 'ensemble des solutions

de (E).
2. En utilisant la méme méthode, résoudre les équations
proposées :

a. x*+5x2+4=0; b. x*-3x*2+5=0.

3. En effectuant un changement d’inconnue, résoudre
dans R I'équation (x2 + 2)? — 8(x? +2) + 15 = 0.

Exercice 3. 29 (Hatier 137 p 98)

g est la fonction définie sur R par :
gx)=x3+x?-13x- 21,

a. A |'aide de la caloulatrice, conjecturer une solution
entiére de I’équation g(x) = O et le signe de g(x) suivant
les valeurs de x.
b. Déterminer les valeurs des nombres réels a,
b et c tels que, pour tout nombre réel x ;

g(x) = (x + 3)(ax? + bx + ¢).
. Résoudre I'équation g(x) = 0, puis valider ou infirmer
la conjecture concernant le signe de g(x) suivant les
valeurs de x.
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Exercice 3. 30 (Déclic 178 p 31) \\
1. Montrer que pour tout nombre réel x et tout entier )ﬁ\
natureln > 1: '
T-1l=(-DE"T "2+ x+ 1)
2. Endéduire que pour tout entier naturel n, 2020™ — 1
est divisible par 2019.

Exercice 3. 31 (Déclic 179 p 31)

1. Soient a et x deux nombres réels et n un entier

supérieur ou égal a 1. Montrer, en développant, que

I’expression suivante donne une factorisation de x™ — a™.
- T +ax™ 2+ a* "3+ +a" 2x +a™ )

2. Retrouver cette formule en utilisant le résultat de la

question 1 de I'exercice précédent en remplagant x parg

danslecasola # 0. '

3. Ecrire une formule de factorisation de x3 — a3,

4. Montrer que, pour tout entier naturel n, 13™ — 2" est

divisible par 11.

5. Pourn € N, on pose a,, = 32" — 2™, Trouver un entier

qui divise a,, pour tout entier naturel n.

Exercice 3. 32 (68 p 52)

Déterminer le réel « tel que I'équation x2 + 2x -7a =0
n‘admette qu'une seule solution. Quelle est cette solution ?

Exercice 3. 33 (69 p 52) X

Déterminer tous les réels a tels que I'égquation
ax? + 13x +1 =0 admette deux solutions distinctes.

Exercice 3. 34

On a représenté ci-dessous la courbe de la fonction définie
sur R par f(x) =%x2 +x+%.
exactes des réels a et b.

Déterminer les valeurs

Exercice 3. 35 (CQFD 79 p 105)

Quentin doit présenter au conseil munidpal des jeunes
de sa ville un projet de construction d’'une rampe de skate.

Schéma de la situation /
D2/

Plateforme A

H C / N
%’ ‘fi___,,-—y/ﬂrc parabolique
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Aprés discussion avec les jeunes skateurs de la ville, il pro-
pose les conditions sulvantes :

-laplateforme a une hauteur de 70 cm et une largeur de 30 cm;
~ la rampe est modélisée par un arc de parabole ;

~le poInt B le plus bas de la rampe est sltué a 20 cm du sol
et son projeté orthogonal C sur le sol est situé a 230 cmdu
pled H de la plateforme ;

- la différence entre les hauteurs des points de départ D et
d‘arrivée A dolt étre égale a 1,50 m.

A quelle distance du point H doit-on placer le pled de la
deuxiéme plateforme afin que la rampe vérifie [a totalité des
conditions ? On travaillera

avec des valeurs exactes.

Exercice 3. 36 (86 p 53)

Quelle valeur x doit
prendre la largeur de la croix
pour gue son aire soit égale a
l'aire restante du drapeau ?

Exercice 3. 37 (Hatier 153 p 100)

Pendant |a période des soldes, un site de ventes privées

affiche une remise de t % sur les prix des chaussures.
Pour les clients titulaires de la carde de fidélité, une
remise supplémentaire de 0,5t % sur le prix soldé est
accordée.

Noémie bénéficie de ces deux remises et paie 18 € un
article dont le prix initial était de 25 €.

Quelle est lavaleurde t ?

Exercice 3. 38 (89 p 54)

Des participants a une conférence ont échangé des poignées
de mains et 'un d'eux a compté qu'il y avait eu en tout 325
poignées de malns.

Comblen de personnes ont assisté a la conférence ?

Exercice 3. 39 (171 p 66)

Un émetteur de radio a une portée de dix kilométres. Une
route parfaitement rectiligne passe a 5 km au nord et 3
20km &l'est de |'émetteur. On veut déterminer les points A

et B délimitant la portion de route couverte par ['émetteur.
Nord

Sud
On choisit un repére orthonormé formé par les droites (NS) et
(WE), dont'origine O est I'émettear et d'unité un kilomeétre.
1. Montrer que les coordannées (x ; v) des points A et B
vérifient x2 + y2 =100,
2. Déterminer une équation de la droite (AB).
3. En déduire que les ordonnées des points A et B sont
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solutions de |'équation 17y2 - 160y + 300=0.
4, En déduire les coordonnées des points Aet B a unmeétre
prés.

Exercice 3. 40

La fonction f donnée par f(x) = x — xl—fl est croissante
sur 'intervalle [0 ; 8] et I'équation f(x) = 0 admet une
unique solution @ comme l'illustre sa représentation

graphique ci-dessous.
y

On souhaite encadrer la valeur « avec la précision p
choisie. Le principe est le suivant :

- on commence par calculer 'image du centre de
I'intervalle [0; 8] ;

- 4estlecentredelintervalle [0 ; 8] etf(4) = 2 est positif,
donc a < 4 car la fonction f est croissante ;

- onpeutenconclurequea € [0;4];

- onréitére le processus sur l'intervalle [0 ; 4].

a. Par quelle formule calcule-t-on le centre ¢ d’un
intervalle [a ; b] & partir des bornesa et b ?

b. Compléter le tableau suivant pour obtenir un
encadrement d’amplitude 0,5. On utilisera une
calculatrice pour obtenir les valeurs des images f (x).

a b b—a c f(©) signe de f(c)
0] 8 8 4 2
0 4 4 2 | ~-13

2 3

¢. Compléter l'algorithme ci-dessous pour qu'il donne
I’'encadrement souhaité.

Entrer un nombre positif p

a prend 1a valeur 0

b prend 1a valeur 8

Tant que b - a > p

si F(b

a) vnnans aTOPS

’ b prend T1a valeur..waa
Sinon
| a prend 1a valeur..uw.
Fin si
Fin tant que
Afficher a, b

d. Exécuter l'algorithme précédent pour déterminer un
encadrement de a d’amplitude 1075,
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Exercices

Etudier le signe d’une fonction du second degré

Exercice 3.41 (36 p 51) w
Résoudre les inéquations suivantes
1. x?+2x <24
2. x*+x+6=0
—2x*—-12x—18<0
3xZ+x+1
*2 310 = 0

(2x—-3)2-(2x-3DN(x*—-x+1) <0
(=922 +12x —4)(2x2+x-6)> 0

o wn s ow

Exercice 3. 42 \/

Résoudre les inéquations suivantes.

1. x2>-2x-7 3. (x2+2x+1)%2<16
2, —2x24+7x—-5<0 4, 9x*—6x+1<0

Exercice 3. 43 b‘
Déterminer le domaine de définition des fonctions définies
par:

1. f(x) =3 —+2x*+5x3 —3x2;
2. g(x) = [F5

Exercice 3. 44
1. Résoudre les inéquations suivantes. On pourra vérifier
les résultats graphiquement.
a. —2x*+4x—-220; b. 7x*+11> 6x(x + 1).
2. a. Etudier le signe des trindmes :
x2 —5x +6et-x%+3x + 4.
b. En déduire 'ensemble solution de I'inéquation :

12 2
5(x+1) + 5(4-x) =1

Exercice 3. 45 \(\J
Résoudre les inéquations suivantes :

1
1. =>-2
x x+2
245
2, X6 4
x2-x-6
x+3 3(x-8)
2(x—1) — x-5
Z_x+1
3. T <2x +3;
x+2
a. x > 3x—-4

x=1 " x2-3x+2'
(6x+8-2x2)(3—x)
4x2-12x+9

> 0.

Exercice 3. 46 (144 p 57)

Soit fune fonction polyndme du second degré

d'expression f(x) = ax? + bx + ¢, de discriminant strictement
positif. Soit o un nombre réel.

1. Montrer que, si ¢ est comptis entre les racines de f, alors
axflo)<0.

2. La condition a x f(ct) < 0 est-elle une condition nécessaire
et suffisante pour que o soit compris entre les racines de f7
3. Proposer une inéquation du second degré ayant pour
ensemble solution l'intervalle -7 ; 2[.

4, Proposer une inéquation du second degré ayant pour
ensemble solution la réunion des intervalles ]—c; 2] et [9; +e¢[,
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Exercice 3. 47 (70 p 53)
Déterminer tous les réels b tels que I'équation x% + bx +
5 = 0 n’ait aucune solution.

Exercice 3. 48 V

Soit m un réel. Pour quelles valeurs de m 'équation :
m+3)x*+2@m+Dx+(m+3)=0

admet-elle deux solutions distinctes ?

Exercice 3. 49 (Hatier 118 p 94) k
1. f est la fonction définie sur R par :

flix) =3x2 - Bx + 2.
On note ‘@f sa courbe représentative dans le plan muni
d'un repére.
a. Conjecturer, a I'aide de la calculatrice, la position rela-
tive de la courbe ‘Gf par rapport a I'axe des abscisses.
b. Dresser par le calcul le tableau de signes de la fonc-
tion f, puis valider ou corriger la conjecture épise au a.
2. On considére la fonction g définie sur R s&

gy =-x2+x+1. \
a. Etudier e signe de f(x) - g(x) suivant les valeuts du
nombre réel x.
b. Que peut-on en déduire pour les représentations gra-
phiques de fetde g?
c. Vérifier a I'aide de la calculatrice.

Exercice 3. 50 /
Soit Cy la courbe représentative de la fonction f définie
sur R par:

flx)=—x%+6x—8.
1. Déterminer les coordonnées des points d’intersection
de Cy avec les axes du repére,
2. Dresser le tableau de signe de f sur R et interpréter
graphiquement le résultat.
3. Soit g la fonction définie sur R par g(x) = —% + 3 et
Cy4 sa courbe représentative. ‘
a. Déterminer les coordonnées des points d'ir;ter‘siggtfon
de Cyet (.
b. Etudier les positions relatives de Cret Cy.

Exercice 3. 51
Partie A
On désigne par P la courbe représentative de la fonctien

f:xeER— %x(4 — x) et par H celle de la fonction g :
x—4

x € R\{3}— -

1. Déterminer algébriquement les coordonnées des

points d’intersection des courbes P et H.

2. Etudier algébriquement les positions relatives des

courbes P et K.

Partie B

m désigne un nombre réel non nul.

On désigne par un repére B, la parabole représentant la

fonction f, : x € R+— mx? — 4mx + 4m + 2.

1. Montrer qu’un point M(x ; y), dvec x # 3, appartient 3

la fois a I'hyperbole et a la parabole B, si et seulement
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si son abscisse x est solution de I'équation (x — 2)(mx? —
Smx+6m+1)=0.
2. Déduire de cette factorisation I'ensemble des réelsm
pour lesquels P, et H ont:

- un seul point commun ;

- deux points communs ;

- trois points communs.

Exercice 3. 52
ABCD est un rectangle tel que AB = 3cmet BC =5 cm.

On place sur les cotés les points M, N, P et Q comme sur
la figure, avec AM = BN =CP =DQ . On note x la
distance AM en ¢cm et S(x) 'aire de MNPQ en cm?.

1. Quel est’ensemble de définition D de la fonction S ?
2. Montrerque Vx € D, S(x) = 2x? — 8x + 15.

3. Peut-on placer M de telle sorte que MNPQ ait une aire
de9cm??

4. a. Dresser le tableau de variation de S.

b. Quelle est I'aire maximale de MNPQ ? Quelle est 'aire
minimale de MNPQ ?
5. a. Montrer que laire T du trapéze MBCP est
constante.

b. Pour quelles valeurs de x laire MNPQ est-elle

strictement inférieure a celle du trapéze ?

Exercice 3. 53
ABCD est un trapéze tel que AB = 6,CD =2 et AD = 4.
Un point M décrit le segment [AD]. On construit le
rectangle AMNP avec N € [BC] et P € [AB]. On pose
x = AM.

D C

] m

A H P B
1. Quelintervalle décrit x ?
2. a. Quelle est la nature du triangle BPN ?
b
c

. En déduire BP en fonction de x.
Montrer que I'aire du rectangle AMNP est
f(x) = —x* + 6x.

15

Exercices

d. Dresser le tableau de variations de f ainsi définie sur
[0;4].

3. a. Calculer I'aire de ABCD.

b. Endéduire que I'aire g(x) du triangle BMC est g(x) =
12 - 2x.

4. Tracer les courbes représentant les aires du rectangle
AMNP et du triangle BMC.

Déterminer les valeurs de x pour lesquelles :

I'aire du rectangle AMNP est maximale ;

AMNP et BMC ont la méme aire ;

I'aire de AMNP est supérieure a celle de BMC.
Expliguer comment vérifier graphiquement les
résultats de la question 5.

o0 T oow;m

Exercice 3. 54 (CQFD 56 p 100)

Lors d’'un entrainement de volley-ball, Thibault prend

des photos en rafales pour analyser la passe de Sophia au-
dessus du filet. Il modélise la hauteur (en métre) du ballon

N ———————
parlafonctionh: t+— —0,49t2 +2,1t +1,75, o t est le temps

(en seconde).
41--— — —_—.in._

ol "1 2 3 4
1. Déterminer l'écriture canonique de la fonction h.

2. Quelle est la hauteur maximale atteinte par le ballon lors
de la passe représentée ?

3. Au bout de combien de temps le ballon touche-t-il le sol ?

4. La hauteur dufilet est 2,24 m. Pendant combien de temps
le ballon est-il situé au-dessus du filet ? On arrondira au
dixiéme de seconde,

Exercice 3. 55 (CQFD 63 p 101)

Un artisan fabrique des tables. Il en

produit au maximum 100 par mois. On suppose que toute
table fabriquée est vendue. La fonction C définie sur linter-
valle [0;10] par C(x)=0,2x? +4x+1,2 modélise le colt
de production de x dizaines de tables, en milllers d’euros.
1. Quel est le colit de production de 70 tables ?

2., Donner le nombre de tables produites pour un co(t de
productionde 2 418 €.

3. Lartisan décide de vendre les tables 540 euros |'unité.

a. Vérifier que le bénéfice de |'artisan réalisé par la ventede
x dizaines de tables en milliers d'euros est modélisé par la
fonction Bdéfiniesur [0 ; 10] par B(x)=~0,2x2 +1,4x-1,2.
b. Pour quels nombres de tables vendues I'artisan perd-il de
l'argent ?

¢. Pour quel nombre de tables fabriquées et vendues le
bénéfice de l'artisan sera-t-il maximal ? Quel est alors ce
bénéfice ?
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4 Dérivation Déterminer un nombre dérivé d'une fonction
1 Nombre dérivé et tangente

f désigne une fonction définie sur un intervalle I, a un élément de I et k un nombre réelels que{(a+h) €l
On note C¢ la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére.
f p

A B\
C Définition 4. 1 j taux d’accroissement entre a et a + h Y Pourh >0 «
On appelle «taux_de variation (ou d’accroissement) de f entre a et a+ h le Fla+h) ,M\ 4
nombre 7, (h) = -f(amhﬂ / \\_,
— e — , w 5
Interprétation géométrique : Si A et M sont les points de C d’abscisses respectives a fla) b |
et a + h alors la droite (AM), sécante a la courbe représentative de f, a pour pente (ou . x
coefficient directeur) le taux de variation 7, (h). 0 [a = X

Exemple 4.1 | Soit h € R*. Déterminer le taux d’accroissementde f: x ER x?,entre letl + h.

=
Définition 4. 2 J

nombre dérivé de f en a

flarh)-f(@)
h

Supposons que pour les valeurs de h de plus en plus proches de 0 les nombres 7, (k) = sont de plus en plus

proches d’un nombre réel L. On dit alors que la fonction f est dérivable en a et que ! est le nombre dérivé de f en a. Ce

fla+h)-f(a)

nombre [ est noté f'(a) et on écrit f'(a) = }ling) .

Interprétation géométrique : Lorsque h tend vers 0 le point M de C; se rapproche du ¥ I
point A. Dans ce cas la droite (AM), de coefficient directeur 7, (h), se rapproche d’une Tla+h) M,‘\ «
position limite : la droite passant par A et de coefficient directeur f'(a). /,/' \‘\ '
Remarque:- Avecx = a + h cette limite peut aussi s’écrire f'(a) = }lmg f(ii:i—@ A‘:‘ i ,‘
— f((l) | yl Al'vlh‘.“-.'l I
- En physique, lorsque y = f(x), les taux d’accroissements sont souvent notés j—z { /, 3 |||‘ S(AM
AR 73  dy )
et le nombre dérivé f'(x) est noté e 5 by r:

Soientf1:xE]R{sz,fz:xER*H%etf3:xeR+r—>\/§.
1. AVlaide durésultat du dernier exemple montrer f; est dérivable en 1 et déterminer le nombre dérivé de
Exemple 4. 2 f1 en 1. Vérifier le résultat obtenu a la calculatrice.

2. Démonter que f, est dérivable en 2 et déterminer f,' (2). Vérifier le résultat obtenu a la calculatrice.
L) _ 1

3. DémontrerqueV h > 0, PR En déduire que f; n’est pas dérivable en 0.
@) \
ition 4.
2Ry J tangente & la courbe en a Exemple 4. 3
Si f est dérivable en a, la tangente a la courbe C; en A(a; f(a)) est la droite On a représenté ci-dessous la
passant par A de coefficient directeur f'(a). ) courbe d’une fonction f ainsi que
.

ses tangentesen —1,4;0et 1.

~
S N

/—C Propriete 4.1 J équation de la tangente & Cy en a

Si f est dérivable en a, la tangente a la courbe Cr en A(a ;f(a)) a pour équation

dduite y = f! — ;

| réduite y f'(a)(x 6(3’+f(a) )
Remarque : - Localement, au point 4, Cy est presque confondue avec sa tangente.

Autrement dit, pour x ~ aona f(x) = f'(a) X (x — a) + f(a). 1. Déterminer £'(0), f'(1) et
- f'(a) = 0 si et seulement si la tangente en A est horizontale. F(=1,4) 7

2. Déterminer une équation des
tangentes en 0, 1 et —1,4.



4 Dérivation Déterminer la dérivée d'une fonction usuelle

2 Fonction dérivée

Exemple 4. 4

~
Définition 4. 4 J

fonction dérivée

Démontrer que les fonctions
Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

On dit que f est dérivable sur [ si f est dérivable en tout nombre appartenantal.
Si f est dérivable sur I on appelle la fonction dérivée de f surl, ou simplement
dérivée de f sur I, la fonction f’ qui, a tout x € I associe le nombre f'(x)

carré, inverse et racine
carrée sont respectivement
dérivables sur R, R* et R} et
donner l'expression de leur

dérivée.

Remarque : - L'ensemble sur lequel la fonction f est dérivable est appelé I'ensemble de dérivabilité de f.
- Le nombre dérivé de f en x, f'(x) est donc désormais aussi, par définition, I'image de x par la fonction f".

3 Dérivées des fonctions usuelles

~
iété 4. Exemple 4.5
/—C Pt = j dérivées des fonctions usuelles ) — =
Donner le coefficient directeur
Fonction Définie sur Dérivable sur | Fonction dérivée R
de latangente a la courbe de la
Constante X2k R R x>0 fonction f : x € R x%en 2.
(keR) . .
Méme guestion pour les fonc-
) xoax+b , . ) .
Affine R R X a tions racine carrée et inverse.
(a,b € R)
Carré X o x? R R X 2x
Do e x - x" R(sin > 0) R (sin > 0) A
X B nx
nmezZ) | R*(sin<0) | R*(sin<0)
1 1
Inverse X — R* R* A e
x %2
. 1
Racine carrée| x > +/x R, R% X —
2Vx
N = Vi

Remarque :
- Lafonction racine carrée est définie sur R, mais n’est pas dérivableen0:onavu
dans I'exemple 2 que }lmé To(h) = +o0. Ce résultat peut s'interpréter par V'existence
-

d’une demi tangente verticale a la courbe en 0.
- Lafonction valeur absolue est définie sur R mais n’est pas dérivable en 0 : les limites

a gauche et a droite en 0 de 7,(h) valent respectivement —1 et 1. Cela se traduit par 1

I'existence de deux demi tangentes a gauche et a droite de 0. On aici un point 2

anguleux en 0. ' —y . -
0 1 X

4 Dérivée d’'une somme, d’un produit par une constante
N
Propriété 4. 3 Exemple 4. 6
K{ P ) dérivée d’une somme, d’un produit par une constante\

Donner I"'ensemble de
dérivabilité de la fonction f
et déterminer sa fonction

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I et soit k € R.
La fonction u + v définie sur I par x = u(x) + v(x) estdérivablesurletVx €1 :

(u+v) () =u' +v(x). dérivée.
La fonction ku définie sur I par x = k X u(x) est dérivablesurlet, Vx € I: - f(x) = x* + 38 — 2l
4 1 {4 4
g Chw) (o) =k xu'(x). J 2% +1

-f() =2x - 2+ 5V
Remarque : - On peutretenir: (u+ v)' = u' + v’ et (ku)' = ku'.
- En conséquence les fonctions polyndmes sont dérivables sur R

3
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5 Opérations sur les fonctions dérivées

" N
K_( Propriété 4. 4 j ™\
opérations
Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle 1.
- upestdérivable sur /et (uv)' = u'v + uv’
! {
- siwnes'annule pas sur I,%est dérivable sur ] et (%) = —%
! (Bl
- sjvnes’annule pas surl, % est dérivable sur / et (%) =z vvz"”
\. (0 g ekl LSS N
Remarque

La dérivée d’un produit (resp quotient) n’est pas égale au produit (resp quotient) des dérivées :

Propriété 4. 5 )
i ) dérivée d’une composée

Soit g une fonction dérivable sur/.
Pour tout réel x tel que ax + b appartient a /, la fonction f définie par
f(x) = glax + b) est dérivable sur I et f'(x) = a X g'(ax + b).

Conséquence

- Lafonction f : x € R = (ax + b)" est dérivable sur Ret f'(x) =n X a X (ax + b)" L.

- Llafonction f : x € R & vax + b est dérivable sur R\{x € R/ax + b < 0} et f'(x)

Déterminer la dérivée d’une fonction

Exemple 4. 7

Donner I'ensemble de
dérivabilité de la fonction f
et déterminer sa fonction
dérivée.

a. f(x)=xvx

b. f(0) =35

X
2x+1
¢ fl)= x2-2x+1

1 [ E’ u_'
(uwv) #u'v' et (v) *

Exemple 4.8

Donner I'ensemble de
dérivabilité de la fonction f
et déterminer sa fonction
dérivée.

a. f(x)=v2—x

b. f(x) = (4x —1)3

2Vax+b’



4 Dérivation Démonstrations

D1- Equatlon réduite de la tangente en un pomt

Rappel Dans un repére, M(xM ,yM) appartlenté Ia dro:te d’équatlon y=mx+psiet seulementm Y --mxxM +p.

Soit fune fonction définie sur un intervalle | et dérivable en a, ol a appartient 3 | et (T,) la tangente en
A(a ;f(a)) alacourbe de f.

1. D'apres le cours, a quoi est égal le coefficient directeur de (T,) ?
2. En utilisant le fait que A(a ;f(a)) appartient a (T,), calculer l'ordonnée & l'origine de (T).
3. En déduire l'équation réduite de (T).
.CORRIGE
1. D'aprés le cours, par définition, le coefficient directeur de la tangente (T,) a la courbe de fen A est
J'(a). Doncl'équation de (T ) est de la forme y=f'(a)x+p, ol p est Iordonnée a l'origine de (T ).

2. A(a ;f(a)) appartient a la tangente (T, ). Donc, d'aprés le rappel, f(a)=f'(a)xa+p.
On peut en déduire l'ordonnée a l'origine de la tangente : p= f(a)- f'(a)xa.

3. La tangente (7,) a donc pour équation y=f'(a)x+ f(a)- f'(a)xa, ce quiest équivalent 3 :

y=f"(a)(x-a)+f(a).

D2 - Expression du nombre dérivé de la fonction carré

Rappels
1. Pour h non nul, le taux de variation d'une fonction fentre a et a+h est le rapport t, (h) défini par:

Tu(h):f(a'l'hi)'"f(a).

2. festdérivable enasi t,(h) tend vers un réel £ lorsque h tend vers 0.

Le nombre £ est alors unique et f'(a)=}'im T,(h)=C.
-0

1. a. Sur quel ensemble la fonction carré, notée f, est-elle définie ?
b. Soit « et h deux réels, avec h non nul. Calculer le taux de variation t, (h) de fentre aet a+h et montrer
que t,(h)=2a+h.

2. En déduire que fest dérivable en a et exprimer f'(a) en fonction de .

CORRIGE
1. a. D'aprés le cours, la fonction carré f: x+ 12 est définie sur R,
b. D'aprés le cours, par définition, pour h non nul, le taux de variation 1,(h) de la fonction fentre a et
fla+h)-f(a)
h '
(u+h)2 -a’ ilz +2ah+h —d? _2ah+h* h(2a+h)
h h ~h h
2.0na 2a+h quitend vers 2a lorsque h tend vers 0.
D'apres le cours, fest donc dérivableen et f'(a)=limt, (h)=lim2a+h=2a.
h—0 h—0

a+h estégal a

=2a+h.

Donc t,(h)=

Le raisonnement précédent étant valable pour tout réel @, on peut dire aussi que la fonction carré est

donc dérivable sur R. Sa fonction dérivée est définie sur IR par f'(x)=2x.
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D3 - Expression du nombre dérivé de la fonction inverse

Rappels
1. Pour h non nul, le taux de variation d’une fonction fentre a et a+h estle rapport t,(h) défini par:

Ta(h)-_- f(a+h;—f(a)

2. fest dérivable enassi t,(h) tend vers un nombre £ lorsque h tend vers 0.
Le nombre £ est alors unique et f’(a)='!'i_r1101a (h)=¢

Résultat admis

. . . . ) 1
Si une fonction qui ne s'annule pas tend vers un réel £ non nul, alors l'inverse de cette fonction tend vers 7

1. a. Sur quel ensemble la fonction inverse, notée f, est-elle définie ?
b. Soit @ et h deux réels non nuls. Calculer le taux de variation t,(h) de fentrea et a+h et montrer que:
1
() e

~(a? +ah)’

2. En déduire que fest dérivable en a et exprimer f'(a) en fonction de a.
CORRIGE

s o 1 -
1. a. D'aprés le cours, la fonction inverse f: x— — est définie sur R\{0}.
X

b. D'aprés le cours, par définition, pour b non nul, le taux de variation t,(h) de la fonction fentre a et

a+h estégal & :w’l)“_-’_(f’_)‘
)

1 1 a (a+h) a—-(a+h) a—a-h ~h
Donc =, (h)= ath a _ a(a+h) a(a+h) _ a(a+h) _ a(a+h) B a(a+h)
“ h h h h h
-h 1 -1 1

:a(a+h)XE: az+ah:—(a2 +ah5'

2. Ona —(a?+ah)=-a? —ah quitend vers ~a? lorsque h tend vers 0.
De plus, —a?—~ah étant strictement négatif pour tout h non nul, il ne s'annule pas et il tend vers —a?,
qui est non nul.

1 , 1
> tend vers —, soitvers ——.

. . . 1
D'aprés le résultat admis : —
~(a?® + ah) -a e

— . ) : 1 1
D’aprés le cours, fest donc dérivable enaet f'(a)=limrt, (h)=lim————=——.
h—0 h—0—(a? +ah)  &?
Le raisonnement précédent étant valable pour tout réel a non nul, on peut dire aussi que la fonction

inverse est donc dérivable sur R\{0'.

Sa fonction dérivée est définie sur R\{0} par f’(x)z—{;.
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Démonstrations

D4 - Non-dérivabilité de la fonction racine carrée en 0

On note f la fonction x+— Jx.

1. Soit h un nombre strictement positif. Montrer que le taux de variation de fentre 0 et h est égala —.
2. On suppose que —_\/f tend vers un réel £ lorsque h tend 0. On admet qu'un tel réel £ est positif.
)

s

(1+0)

3. En déduire que fn'est pas dérivable en 0.
CORRIGE

Vérifier l'implication suivante: 0 < h <

1.0na: to(h)=—0+—h——\/6:\/’_,— vh

2.0na:0<h< —1—2:>V’E<

h h Jhxvh vn

f 1 . . , . .
—(] )2 , car la fonction racine carrée est strictement croissante sur
+

>144.

(1+10)
O Vi 1
[0; +o[. Deplus  [— 5y =—=———==——, ar 1+ ¢ est positif.
(+0)  Jasep 1+
Ona:0< vh < %:,s%h > 1+ £, car la fonction inverse est strictement décroissante sur 10 +ocf.
+ 4
Donc:0 < h< — 1 - :,»L >1+¢
(1+e) Jh

3. Limplication précédente contredit le fait que %h

tende vers £ lorsque h tend vers 0.

En effet, on a supposé dans la question 2. que 7% tend vers £.

N

Alors, par définition, —= est aussi proche de ¢ que l'on veut pourvu que h soit suffisamment proche de 0.

Jh

1 ot o 1) o :
Alors —— est inférieur a 5 +( (ou toute autre valeur e+ ¢ fixée a |'avance, avec e > 0) pourvu que h soit

Vh

suffisamment proche de 0.

Mais, d'aprés l'implication précédente, pour tout h strictement inférieur a

e le nombre

_ _1— est
(14+0) Jh

. . " e e | 1
strictement plus grand que 1+ ¢, ce qui est contradictoire avec l'inégalité 7 = 5+ L.

Donc la fonction racine carrée n'est pas dérivable en 0.

Démonstration 1 : Expression du nombre
dérivé des fonctions de référence

Rappels : 1. Pour h non nul, le taux de variation d'une
fonction fentrea et a+h estlerapport T, (h) défini
par Tu(h):f(u-‘-hlj_f(a)'

2, f est dérivable en a si T, (h) tend vers un réel ¢
lorsque h tend vers 0.

Le nombre £ est alors unique et f'(a)= ’lirrz)ru (h)=¢

Pour chaque fonction de référence f suivante : constante,
offine et cube, et pour tout réel a :

a. calculer et simplifier le taux de variation t,(h) de la
fonction f entre « et a+h pour tout h non nul ;

b. montrer que f est dérivable en « et préciser f'(a).

Démonstration 2 : Dérivée du produit d’'une
fonction dérivable par une constante

|Rappel : Si f est une fonction définie sur un intervalle |
et k un nombre réel, alors la fonction k f est définie

surlpar (kf)(x)=kxf(x).

Résultats admis : Si g est une fonction telle que
g(h)h—>0£’, ol fe R, alorsona kxg(h)h—> kx¢t.
- —0

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle |, k un
réel et ¢ dans |.

1. Pour tout h non nul tel que a+h est dans |, éctire le
taux de variation de la fonction k f entre « et a+h.

2. En déduire que kf est dérivable sur | et que

(kf) =kf"
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Démonstration 3 : Expression du nombre
dérivé de la fonction racine carrée

Rappel : Soit a, b et ¢ des nombres réels, avec ¢ positif.
L'expression conjuguée de a+bJc est a—bVe.
On a en particulier : (a+b\/z)(a —b\/E)=a2 —b2c.
Résultats admis

1. Si une fonction positive tend vers un réel ¢, alors £
est positif et la racine carrée de cette fonction tend vers

Je.

2, Si une fonction qui ne s'annule pas tend vers un réel £

" . 1
non nul, alors I'inverse de cette fanction tend vers 0k

On note f lafonction racine carrée et a un réel strictement
positif.

1. Pour tout h > 0, montrer que le taux de variation
1,(h) de la fonction f entre a et a+h est égal a :

1
Ja+h+Ja

2. En déduire que f est dérivable en a et préciser f'(a).

Démonstrations

Démonstration 4 : Dérivée de la somme de
deux fonctions

. . i l
Rappel : Si u et v sont deux fonctions définies sur un
méme intervalle |, alors leur somme est la fonction
définie sur | par (u+v)(x)=u(x)+v(x).

Résultat admis : Si f et g sont deux fonctions telles que
f(h) —> € et g(h) > ¢ ,avec e R et f'e R, alors
h—0 h—0

(f+g)h) = e+ l

Soit u et v deux fonctions définies sur un méme intervalle |
eta dans|.

1. Pour tout h non nul tel que a+h est dans |, écrire le
taux de variation de la fonction u+v entre a et a+h.

2. En déduire que si u et v sont dérivables sur |, alors
u+v estdérivable sur | et sa dérivée est égale a u'+v".
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Activité 1 : introduction du nombre dérivé
On lache une bille sans vitesse initiale d’une haute
tour.
On considerera que la distance qu’elle parcourt,
depuis son lacher a I'instant t = 0 jusqu’a l'instant
t, estd(t) = 4,9t% ol t est en secondes et d(t) en
metres.
On veut évaluer sa vitesse instantanée deux secon-
des aprés son lacher.
Pour cela, on va calculer sa vitesse moyenne sur de
petits intervalles de temps a partir de ¢, = 2.

©C O O 0 O 0O0o0T®

[o]

o}

1. Calculer lavitesse moyenne de la bille entre les instants
to=2ett=2,1.

2. Montrer que la vitesse moyenne de la bille entre les
instants ty = 2ett =2+ hest:

Activité 2 : introduire |a notion de tangente et de nombre dérivé

On considére la fonction f : x € R +— x2 et Cr sa courbe
représentative dans un repére orthonormé.

1. Lancer Géogébra.

Faire apparafitre le quadrillage (Affichage, grille).

2. Définir la fonction f (barre de saisie, f(x)=x"2).

3. Création d’un point A(a; f(a)):

a. Définir un curseur a.

b. Définir le point A(a ;f(a)) (barre de saisie, A=(a,f(a)) ).
4. Création d’'un point M(a + h; f(a+ h)) etdela
sécante (AM)

a. Définir un curseur h avec un pas de pilotage de 0,01.

p
| Curseur

=]

® Nombre
QO angle

Nom

h

[

o1

Intervalle | Curseur ! Animation]

min: -5 max; 5

[ Appliqm[ Annuler | :

b. Définir le point M(a + h; f(a+ h)).
¢. Construire la sécante (AM). "i ; droite passant par
deux points ; cliquer sur A puis sur M.,

d. Afficher le coefficient directeur de la droite (AM).

; pente.

B. Exploitation de la figure

1. a. Affecter a alavaleur 1.

b. Cliquer sur le curseur h, déplacer M en faisant varier h
a I'aide des touches « et = du clavier et constater que la
sécante (AM) admet une position limite D quand M est
trés proche de A.
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h 7 y .

3. a. Calculer cette vitesse moyenne pourh = 0,1; h =
0,01;h=0,001.

b. Quandondonne a h {non nul) des valeurs aussi proches
de 0 que l'on veut (on dit « h tend vers 0») les vitesses
moyennes entre les instants 2 et 2 4+ h tendent vers une
« valeur limite ». Donner cette valeur & 0,1 prés.
Cenombre est appelé nombre dérivé de d en 2. On le note

d'(2) eton écritd'(2) = }lmé w.
¢. Quelle vitesse instantanée de la bille & I'instant t = 2
peut-on proposer ?

D est appelée tangente & Cy au point d’abscisse 1. Son

coefficient directeur est appelé nombre dérivé de f en 1

eton le note f'(1).

¢. Quevaut f'(1)?

2, a. Toujours dans le cas ol a =1, exprimer le

coefficient directeur de la sécante (AM) en fonction de h.

b. Comment doit-on choisir A pour que M soit trés proche

deA?

¢. Proposer une définition de f'(1).

3. En déplagant le point A sur la courbe Cr déterminer

graphiquement f'(—2) et f'(0).

4. a. Dans le cas ol a est un réel quelconque, exprimer

le coefficient directeur de la sécante (AM) en fonction de

aeth.

b. En utilisant la question 2. ¢ et la question précédente,

exprimer f'(a) en fonction de a.

. Retrouver algébriquement f'(1), f'(—2) et f'(0).
oo = |

|

4 M {




4 Dérivation

Exercices

1 Déterminer un nombre dérivé d’'une fonction

Exercice 4. 1 (29 p 120)

Soit fa fonction définie sur R par f(x) =x? + 3x -4,

1. Calculer le taux de variation de fentre 1et 1 + A.

2. Calculer la pente de la sécante & la courbe de f passant par
les points d'abscisses O et 2.

Exercice 4. 2 (CQFD 6 p 138)
1. Ecrire une fonction Python carre(x) qui
renvoie I'image de x par la fonction carré,

2. Saisir linstruction suivante dans la console, puis
expliquer son réle.

(‘entiers = [1 for i in range(-3,8)] !

3. On souhaite calculer les coefficients directeurs de dix
sécantes a la courbe de la fonction carré issues du point
A(2;4), pour un pas égal a 1. Pour ce faire, écrire une fonction
Python utilisant certains des éléments de la listeentiers.

Exercice 4. 3 (39 p 120)

Pour chaque fonction suivante dont on donne une
expression, déterminer, en utilisant la définition, le nombre
dérivé en 3,
a.flx)=x l

< hlx) = .

b. g(x) = x?

Exercice 4. 4

Dans chaque cas montrer que f est dérivable en a,

calculer f'(a) etinterpréter graphiquement le résultat.
af()=x*+3x+7;a=0 cf(x)=x*;a=2

b.f(x) = d.f(x)=ia=~1

x2+41

;a=-2

Exercice 4. 5 (84 p 123)
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = —2|x — 2|.
Justifier que f n’est pas dérivable en 2.

Exercice 4. 6
Soit f la fonction définie sur R dont la courbe
représentative est donnée ci‘dessous.

Déterminer graphiquement :
f(0) et f1(0);
f(=Detf'(=1);
f@)etf'(2);

L’équation réduire de la tangente T_, au point

oo TeRr

11

d’abscisse —1.

e. L'équation réduié de la tangente T, au point
d’abscisse 0.

2. Ladroite T, tangente & la courbe C au point d'abscisse
—2 et d’ordonnée —1 passe par le point A(1; 29
a. Déterminer par le calcul une équationde 7.

b. Endédire f'(2).

Exercice 4. 7 (34 p 120)

On a tracé ci-contre |a
courbe d’une fonction f ainsi
que ses tangentes aux points
d'abscisses 1 et 3.

1. Déterminer graphiquement le
nombre dérivé de fen 1.

2. Déterminer graphiquement

F3)

|

Exercice 4. 8 (35 p 120)
Sur chacun des deux graphiques suivants sont représen-

tées la courbe ‘6, d'une fonction f dérivable en o et satangente
T au point d'abscisse a.

Dans chacun des cas, déterminer par lecture graphique les
nombres a, f(a) et f{a).

1. v \ 7 2. y

Exercice 4. 9 (37 p 120)
Soit g une ¥
fonction définie sur [-1; 3] et dont
la courbe 6 est tracée ci-contre. .
On admet que g'(1) = -3 et que 11

g'2)=0. Nk
Reproduire ¢ puis tracer deux ! o \/ X

tangentes & l'aide des deux infor-
mations données.

Exercice 4. 10
Soit v la fonction définie sur R par:
v(x) = x3 + 3x2? - 9x.
1. Dans un repére orthogonal d’'unité 4 cm en abscisse et

1 cm en ordonnée, placer les points de la courbe

2 q . . 1 1
représentative de la fonction v d’abscisse —1, —> 0,- 1,

2
%et 2.
2. Déterminer a l'aide d’une calculatrice les valeurs de
v'(—=1), v'(0), v' (1) et v'(2).
3. Tracer les tangentes a la courbe aux points d’abscisse
—1,0,1let2.
4, Tracer la courbe représentative de la fonction v sur
[-1;2].
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Exercice 4. 11 (12 p 118)

Soit ‘@ la courbe représentative d'une fonction

g dérlvable en 4 telle que g(4) =3 et g(4) = 1.

Soit 7'la tangente a 6 au point d’abscisse 4.

1. Le coefficient directeur de Test-il égal a4,a 3 oua 17 Justifier.
2. Quelles sont les coordonnées du point de contact de 7 et
deg?

Exercice 4. 12
Soit C la courbe représentative de la fonction g définie

sur]—o0;3[ U ]3; +oof par g(x) = x—i—s-.
a. Calculer g'(2).
b. Déterminer les équations des tangentes & la courbe C

au point d’abscisse 2.

Exercice 4. 13 (91 p 124)

La position d'une bille sur sa trajectoire rectiligne est
donnée par son abscisse f(r) (en métres), en fonction du
temps ¢ (en secondes). .

On atracé ci-dessous la courbe représentative € de fainsi
que sestangentes aux points d'abscisses respectives 0, 2 et 4,
1. Determiner f'(0) par lecture graphique et interpréter le
résultat.

2. Déterminer la vitesse de la bille aux instants :

a.t=2 b.tr=4

S0

/l t—t t + +
/?’] 1

Exercice 4. 14 (95 p 125)

L'entreprise Sportymax fabrique des articles

de sport.

Le colt total de fabrication de ces articles (en euros) est
modélisé par une fonction C dont la courbe représenta-
tive ‘€ . est donnée ci-dessous. La tangente T3 cette courbe
au point A(200 ; 880) passe par le point B(0 ; 600).

Exercices
4 Cout (euros)
1000 A
800 T
600 B ¢« ¢
400
200

0 100 200 300 400 S00
Nombre d'articles produits

1.0n appelle colit marginal au rang 200 le coGt engendré
par la fabrication du 200¢ article. Une valeur approchée
de ce colt est le nombre dérlvé de la fonction C en 200.
Determiner une valeur approchée de ce colit au rang 200.
2. Expliquer la démarche  réaliser graphiquement afin de
déterminer le cotit marginal le plus faible.

Exercice 4. 15 (96 p 125)
Pour dater certaines
roches, on utilise la loj de
décroissance radioactive
sur des atomes comme le
carbone 14,

On modélise le nombre
d'atomes radioactifs,
exprimé en milliards,
en fonction du temps, exprimé en millions d'années, par
une fonction N,

Sa courbe représentative ‘€ et ses tangentes aux points
d'abscisses 0,69 et 2,08 sont tracées ci-dessous.

Nombre d'atomes radloactifs (mllllards)

= A WA O

2 3 A 5
Temps {millions d’années)
1. Par lecture graphique, déterminer la vitesse de désinté-
gration du nombre d’atomes
a.aubout de 690 000 ans ; b.auboutde 2080000 ans.
2. Conjecturer le lien entre le nombre d’atomes radioactifs
et la vitesse de désintégration de ces atomes.
3.Lavitesse de décroissance augmente-t-elle au cours du
temps ou diminue-t-elle 7 Expliquer.

(=}
-

2 Déterminer la dérivée d’une fonction usuelle

Exercice 4. 16
Donner I'ensemble de dérivabilité de la fonction f et
déterminer sa fonction dérivée.

a.f(x)=-2x+5;
b. f(x) =3x?—2x+1; i f () =3
Cf@=-2*+5c-2; f(@)=2-%,

k. f(x) =3Vx —2x3—1;

2.
x’

5 3,1
d.f(x) =% =Sx+;

12

I f (x) = 5x* = 2vx;
WX,

m. f(x) = x?2 -5

nf(x) = ¥

e f(x) =x*/2 - x5;
) =220,

g f(x) = 2+ 5x;

Exercice 4. 17 (44 p 121)
Onconsidéreci-dessous

la courbe 6 de la fonction f définie sur [0 ; +oc[ par f(x) = Jx
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et sa tangente au point d'abscisse 1.

)

1. a. Déterminer f'(1) par lecture graphique.

b. Retrouver ce résultat par un calcul.

2. Reproduire la courbe ‘@ puis tracer sa tangente au polnt
d'abscisse 4.

3. La courbe % admet-elle une tangente paralléle & la droite
d'équation y = 2x -5 7 Si oui, déterminer les coordonnées du
point de contact.

4, Expliguer pourquoi aucune tangente de ‘6 n‘a une pente
négative.

Exercice 4. 18 (42 p 121)

On a tracé ci-contre la

courbe delafonction fdéfiniesur
R par f(x) = x? et ses tangentes

en trois points A, Bet C.

a. Par lecture graphique, déter-
miner £'(1);/'(0) et f'(-2).

b. Déterminer |'expression de la \ 0
fonction dérivéef".

c. Vérifier par calculs les résultats de la question a..

Exercice 4. 19 (45 p 121)
Soit ¢ la courbe représentative de la fonction g définie

sur ]~ ; 0[U]0; +o[ par g(x) :%_

1. Déterminer le coefficient directeur de la tangente Ta 6 en
son point A d'abscisse 2.

2. Montret qu'il existe un point de ‘%, distinct de A, en lequel
la tangente est parallélea T.

3. Soit ¢ un réel non nul. Montrer que les tangentes a € aux
points d’abscisses respectives —a et a sont paralléles.

Exercice 4. 20 (48 p 121)

Soit 7 la fonction définie sur 10 ; +o<f par i(x) = L etsoit

‘¢ sa courbe représentative. g

Déterminer une équation de la tangente a ‘¢ au point d'abscisse 2.

Exercice 4.21 (71 p 122)
Soit f1a fonction définie sur R par :
Fx) =615+ 5x°+ 4x* + 303 + 22 + x.
1. Déterminer I'expression de f".
2. En déduire que la tangente & la courbe de fau point d'abs-
cisse 0 a pour équation y=2x.

Exercice 4. 22 (72 p 122)

Soit fet g les fonctions définies sur R par f(x) =x? - 4x

et glx) =-2x%+ 2x- 3.

On note %6 et @ leurs caurbes représentatives respectives.

1. Montrer que la tangente T a € au point d'abscisse 1 et la
tangente A 4 % au point d'abscisse 1 sont paralléles.

2. Les tangentes T et A sont-elles confondues ?
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Exercice 4. 23 (116 p 134)

On souhaite modéliser le profil d’un toboggan, de hauteur
1,20 métre et de longueur 2 métres, par la courbe ‘6 d'une fonc-
tionfdont I'expression est de la formef{(x) = ctx3 + ba? + cx + d.

il
1

OI 1 2 X
On se propose de déterminer les réelsa, b, ¢ et d tels que :
—la courbe ‘G passe par les points A (0;1,2) et B(2;0);
—en ces deux points A et B, latangente a ‘G est paralléle a 'axe
des abscisses.
1. Exprimer /*(x) en fonction de x.
2. a. Indiquer les valeurs de f(0) et de /"(0).
b. En déduire les valeurs de ¢ et .
3. a.Indiguer les valeurs de f(2) et de /"(2).
b. Montrer que les réels a et b sont solutions du systéme
8a+4b+1,2=0
{1 20+4b =0
c. Calculer les réels « et i puis donner 'expression de f(x).

Exercice 4. 24 (73 p 122)

Soit fla fonction définie sur R par f(x) = ax? + bx + ¢, ou
b et ¢ sont trois réels.

On a tracé sa courbe ci-dessous, ainsi que sa tangente au
point d'abscisse 0.

A partir de ces informations, déterminer I'expression de f.

Exercice 4. 25 (88 p 123)
Soit f la fonction définie sur R par

fla)=x3~3x? + 1,%6 sa courbe représentative et T la tangente

a6 en son point A d’abscisse 1.

1. Ecrire une équation de la droite 7.

2. Vérifier que, pourtoutréel x, x3 - 3x2 + 1= (-3x+ 2) = (x - 1),
3. a. Etudier la position de 6 par rapport a 7.

b. Vérifier a I'aide d'une calculatrice.

Exercice 4. 26 (92 p 124)

Pour tester la sécurité des voitures, de

nombreux essais sont effectués comme le lan-
cement en ligne droite et a vive allure d’'une voiture qui
percute un mur, Durant ce test, on note x(r} la distance
en meétres parcourue par le véhicule f secondes aprés son
départ. La voiture percute le mur au bout de 4 secondes.
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On admet que pour tout ¢ € [0; 4], x{r} = 13 + 0,452,
x est donc une fonction de la variable 1.
1. Déterminer I'expression de la dérivée de .
dx
dt’
2. En déduire la vitesse instantanée en m-s™!, puis en
km-h~1, de la voiture au démarrage, puis lors de I'impact.
On arrondira si besoin a I'unité.

On pourra la noter comme en physique ==

Exercice 4. 27 (93 p 125)

Une entreprise fabrique de la peinture. Le cout de
fabrication, exprimé en euros, de x tonnes de peinture est
modélisé par la fonction C définie sur [1; 100] par :

Exercices

Clx) =0,0013 - 1,242 + 600x + 500.
1. a. Quel est le codt de production exact de 50 tonnes de
peinture 7 de 51 tonnes ?
b. En déduire 'augmentation du co(t entrainé par la fabri-
cation de la 51¢ tonne de peinture.
2, On appelle codt marginal au rang x la différence
C(x) - C(x = 1). On note d(x) cette différence.
a. Quel est le colit marginal au rang 50 ?
3.0n note C la dérivée de la fonction C.
a. Calculer C'(x), puis C'(50).
b. Calculer d(50) et comparer a C'(50).
¢. Que constate-t-on ?

3 Déterminer la dérivée d’une fonction

Exercice 4. 28

Donner I'ensemble de dérivabilité et I'expression de la
dérivée des fonction définies par :

a.f(x) = 2x +3)Vx

b. f(x) = (5VX — 4) x%

. f(x) = (x* - 3)(4x — 5)

d. f(x) =3(10x2 — )(5x%2 ~x + 4)

e. f(x) = (—§+ 1) (x%+3)

f.f(x) = (—x + 3)(1 — Vx)

B f(xX)=(B3x*+4x —1)(2x*—6x3 +2x — 1)
h. f(x) = 4(2x? — 5x + 1)(x5 — 8x* + x — 3)

Exercice 4. 29
Donner I'ensemble de dérivabilité et I'expression de la
dérivée des fonction définies par :

af0) =5 df@=-55
b. f(x) = m+$ ef(x)zé—i4
¢ f(x) = 2+3 f. f(x) x3+x 1

Exercice 4. 30
Donner I'ensemble de dérivabilité et I'expression de la
dérivée des fonction définies par:

—x+2
2100 =5z d.f() =222
2-3% 35+1
b. f(2) = x2—5;c+4 e fl)= xz+2
c.f(x)= zz:’; ) =5

Exercice 4. 31

Donner I'ensemble de dérivabilité et I'expression de la
dérivée des fonction définies par:

a. f(x) = (—3x + 4)3 d. f(x) = (2x + 1*

b. f(x) = \/Zx—lo e. f(x) =v6 —-2x
¢ f(x) = 2(x+2)4 f. f(x) = (1—x)

Exercice 4. 32 (89 p 123)
Soit fla fonction définie sur I'intervalle |=]2 ; +<o[ par :

Flx)= 2x + 4
1. Calculer f'(x).
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2, a. Vérifier que, pour tout x delf(x)=2+—8——.

b. Calculer f'(x) en utilisant cette expression. 2
Vérifier la cohérence avec la réponse apportée a la question 1..
3.a. Calculer le nombre dérivé defen 3.
b. Montrer que la tangente 7 & la courbe € de fau point
d'abscisse 3 a pour équation réduite y =~8x + 34.
4, a, Montrer que, pour tout réel x de ]2 ; +oo[,
—6x+9)
-2 °
b. En déduire la position relative de T"et € sur .

8(Jc2
F) - (-8x + 34) =

Exercice 4. 33 Wt
Définition :

Soit ¢ une fonction de R dans R, dérivable sur un
intervalle 1.

Dire que ¢ est deux fois dérivable sur I veut dire que ¢ est
dérivable sur I et que sa dérivée ¢’ est dérivable sur J.
Dans ce cas on note ¢ ou ¢p@ la dérivée de la dérivée de
¢.

Plus généralement, sous réserve d’existence, si n € N*,
dire que ¢ est n fois dérivable sur I signifie que

vk <n—1,¢p% estdérivable (avec p©@ = ¢).

Dans ce cas on note ¢p™ = ((f)("‘l))’.
Soit f:x €D =R\{-1;0} ot
festn fois dérivable sur D, quelque soit n dans N*.
1. Déterminer deux réels a et b tels que,

Vx €D, f(x) —"4‘;:;
2. Soit n € N*. Conjecturer I'expression de la dérivée n-
ieme de f. On admet que cette conjecture est vraie.

3. Trouver tous les réels x tels que f™(x) = 0.

On suppose que

Exercice 4. 34 ks

Si u est une fonction dérivable sur unintervalle ] € Reta
valeur dans IR*, la dérivée logarithmique de u est la

fonction L(u) = %’

1. Soient u et v deux fonctions dérivables sur I, a valeur
dans R*. Exprimer la dérivée logarithmique de uv en
fonction de celles de u et de v.

2. Généraliser la question précédente a un produit de n
facteurs, n € N*.
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3. SoientndansN*,a; << apdesréelsetP la
fonction polynéme définie par :
n
Vx€eER, Px)= il:Il(x —a;).
Calculer la L(P).
Exercice 4. 35

Soit f une fonction dérivable de R dans IR. On suppose
que f est paire. Que dire de f' ?

*
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Méme question si f est paire, si f est périodique, de
période T.

Exercice 4. 36 *
Soienta unréelnonnulet f: x € R ~ ax?.

Soient x; et x, deux réels tels que x; < x,.

Montrer que la tangente au graphe de f au point

A Xq1+x Iy a3 . ) .
d’abscisse 12 2 est paralltle 4 la droite joignant les points

du graphe d’abscisses x; et x;.
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5 Dérivation : application a I'étude de fonctions Etudier le comportement d’une fonction a I'aide de sa dérivée

1 Fonction dérivée et variations

e C Propriété 5. 1 )

variations et signe de la dérivée h
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle 1.
- festcroissante sur [ si et seulement si pour tout x dans I, f'(x) = 0.
- f estdécroissante sur I si et seulement si pour tout x dans I, f'(x) < 0.
Dans chacun de ces deux cas, si de plus f* s’annule qu’un nombre fini de fois alors f est strictement monotone.
- f estconstante sur [ si et seulement si pour tout x dans I, f'(x) = 0. ,
. , .

1. On donne ci-dessous la courbe représentative de la fonction dérivée d’une fonction f dérivable sur R.
Déduire de cette représentation graphique le sens de variation de la fonction f.

A

0 1

2. Ondonne ci-dessous la courbe représentative d’une fonction f dérivable sur R.
Déduire de cette représentation graphique le signe de la fonction f'.

\ .
\ -‘L " -L‘
Exemple 5. 1 k ’L"D\ \‘\‘ /b \ Q)( 9

3. Soitf:x€RP x3—9x%+15x— 1.
Etudier |les variations de f.
4. Soit F une fonction définie et dérivable sur R telle que F(0) = 0 et dont la dérivée est donnée par
F'(x) = #, pour tout x € R.
Soit G définie sur R par G(x) = F(x) + F(—x).
a. Montrer que G est dérivable sur IR et calculer G’ (x).
b. Calculer G(0) et en déduire que F est une fonction impaire.




5 Dérivation : application & I'étude de fonctions Modéliser et résoudre des problémes d’optimisation

2 Extremums d’une fonction

Soit f un fonction dérivable sur un intervalle I.

~

Définition 5. 1 )
/'C maximum, minimum, extremum, extremum -Iocam
_ Leréel M estle maximum de f sur I siil existe un réel a € I tel que f(a) = M etsi pour tout réelx €1, f(x) < M.

On dit alors que le maximum M de f sur I est atteinten a.

- Le réel m est le minimum de f sur [ si il existe un réel a € I tel que f(a) = m et si pour tout réel x € I, m < f(x).
On dit alors que le minimum m de f sur I est atteinten a.

- On appelle extremum de f surl le maximum ou le minimum de f surI.

- Ondit que le réel a est un extremum local de f sur I siil existe un intervalle ouvert J € I tel que a soitun

k extremum de f sur J.

Remarque : si f est définie surun intervalle [a ; b], f(a) et f(b) ne sont pas, par définition, des extremums locaux.

La courbe ci-contre est la représentation graphique d’une fonction f
définie sur un intervalle I = [-2; 5].

Exemple 5. 2 1. Quel est le maximum de f surl, en quelle valeur est-il atteint ?
2. Quel est e minimum de f sur/, en quelle valeur est-il atteint ?
3. f admet-elle des extremums locaux sur I ?

~
( Propriété 5. 2 -,
P j caractérisation d’un extremum local

Soit @ un réel de I'intervalle I qui n’est pas une borne de I.
- Si f admet un extremum local en @ alors f'(a) = 0.
- Sif'(a) = 0etf’ change de signe en a alors f admet un extremum local en a.

Remarque La réciproque du premier point est fausse. Par exemple la dérivée de la fonction ' { ¥y | /
g:x€ER x3 s’annule en 0 et mais g n’a pas d’extremum local. T ) (R

Soit f la fonction définie sur I'intervalle I = [—2;4] par f(x) = 2x° — 3x% —12x + 6.

Exemple 5. 3
S Etudier les variations de f et en déduire les extremums de f surl.
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Démonstration 1 : Caractérisation d’un
extremum local

Résultat admis

Si g est une fonction définie sur un intervalle J, ne

changeant pas de signe sur J et telle que g(h)h—> £ ol
—0

fe R, alors € est du méme signe que celui de g sur J.

Soit f une fonction dérivable et non constante sur un
intervalle Ja ; b[ et cela; bf.

1. Montrer que si f'(¢)=0, f'(x) = 0 sur Ja;c] et
f'(x)=s0sur[c; Y, alors f(c) estunextremum local
def.

On démontre de méme que si f'(¢)=0, f'(x) <0 sur
Jaic] et f'(x)=0sur [c;t, alors f(c) estun
extremum local de f.

2. On suppose dans cette question que f(c) estle seul
extremum local de f sur ]a ; b et que C'est un maximum.
a. Soit h#0 telque c+h ela;b[.

Préciser, en justifiant, le signe du taux d’accroissement
Tc(h)-: f(C+h’3-f(C)‘

On distinguera lescash > 0 et h < 0.

b. En déduire que f'(¢)=0.

¢. Supposons que f' ne change pas de signe en c et
considéronssettdans Ja; b[ telsques <tet ce[s;t]
En distinguant lescas f'(x)=O0sur [s;t] et f'(x)<
sur [s ; t], montrer que cela contredit I'hypothése « f (¢
est le seul maximum local de f sur Ja ; b[ », puis conclur
On démontre de méme quesi f(c) estun minimum de
sur a; b[, alors f'(c)=0 et f' change de signeen c.

Démonstrations

Démonstration 2 : Caractérisation des
fonctions constantes

1. Soit f une fonction dérivable sur un intervalle |, telle
que f'(x)=0 pour tout xe |, Justifier le fait que f est
a la fois croissante et décroissante sur |.

En déduire que, pour tous nombres ¢ et b de |, on a
f(a)=f(b).

2. Que reste-t-il 2 montrer pour prouver cette caractéri-
sation des fonctions constantes ?
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Activités

Activité 1: trouver un lien entre le sens de variation d’une fonction et le signe de sa dérivée

La fonction f est définie sur I'intervalle I = [—3 ;3] par
f(x) =%x3 —x+2.

1. a. A laide d'un logiciel de géométrie dynamique,
tracer la courbe représentative C de f.

b. Par lecture graphique dresser le tableau de variations
de f surl.

2. Semble-t-il possible d’obtenir un nombre dérivé f'(a)
négatif lorsque a € [-3; —1] ?

3. a. A l'aide du logiciel, créer un curseur a (compris
entre —3 et 3) avec un pas de 0,1.

Définir le point A(a ; f(a)).

Tracer la tangente a la courbe représentative C en A et
afficher son équation réduite dans la fenétre.

b. A partir de cette équation lire le nombre dérivé f'(a)
pour différentes valeurs de a (faire varier le curseur).

4. Conjecturer un lien entre le sens de variation de la
fonction f sur l'intervalle I et le signe de f'.
b

a=-07
\ >

3 / 2 -1 0 1 2 3
-l

Activité 2 : trouver un lien entre les extremums d’une fonction et les valeurs de sa dérivée

On donne ci-dessous la courbe C représentative d’une
fonction h définie et dérivable sur I'intervalle [—4 ; 4] ainsi
que la courbe C' représentative de la fonction k', fonction
dérivée de h.

1. Pour quelle(s) valeur(s) de x la fonction h' s’annule-t-
elle?

2. Pour quelle(s) valeur(s) de x la fonction h' s’annule-t-
elle en changeant de signe?

3. Pour quelle(s) valeur(s) de x la courbe C admet-elle
une (des) tangente(s) paralléle(s) & I'axe (0Ox) ?

4. Pour quelle valeur de x la fonction k change-t-elle de
sens de variation ?

5. Pour quelle valeur de x la fonction h atteint-elle son
minimum ?

6. On considére la fonction f définie sur R par

flx) = %x‘* - %xz +x —% ainsi que sa fonction dérivée
définie sur R par f'(x) = (x + 2)(x — 1)2.

a. Représenter la courbe de ces deux fonctions a la
calculatrice.

b. Répondre aux questions 1 a5 avec les fonctions f et f'.
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Exercices

Etudier le comportement d’une fonction a I'aide de sa dérivée

Exercice 5. 1 (18 p 146)
On donne le tableau de variation d'une fonction f déri-
vable sur[-10; 10].

x | =10 0 5 10
I 4
f(x) 5 //’ \—3/

Quel est le signe de la dérivée de la fonction fsur:
a.[-10;0] b.[0;5] «.[5;10]

Exercice 5. 2
Soit f la fonction définie sur [—5; 2] et dont la
représentation graphique est donnée ci-dessous.

Associer a cette fonction la représentation graphique de
sa fonction dérivée.

N
~
- /

W
N ¥4

Exercice 5.3
f est une fonction dérivable sur R. On a tracé ci-dessous
la courbe représentative C' de sa fonction dérivée f’.

-1 AI//’—\\ i €

~-‘\\\\ T /40 1 >
e ida]
8

a. Par lecture graphique déterminer le sens de variation
de f.

b. Parmiles courbes suivantes laquelle pourrait étre celle
def?

Exercice 5. 4
On a représenté ci-contre
la fonction dérivée d’'une
fonction f.

Laquelle des trois courbes
tracées ci-dessous est
cellede f?

Exercice 5.5

Soit I = [—2; 6]. Sur le graphique ci-dessus, la courbe C
représente une fonction f dérivable sur /. Les droites T et
T’ sont les tangentes a la courbe, respectivement aux
points d’abscis;se let 2.

1. Reproduire et compléter, a I'aide de lectures
graphiques, le tableau suivant.

X ‘0 1 2
f() 72 A 0
R0 d -1 -{/2
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2, Résoudre graphiquement dans / les équations et

inéquations :
a. f()=1; b. f(x)<1;
c. fl(x)=0; d. f'(x) <0.

Exercice 5. 6 (Barbazo 75 p 168)
On considére une fonction f définie et dérivable sur
[0; +>[ dont on donne la représentation graphique.

Les coordonnées des points indiqués sont A(0; 1),
D(2;4)etC(2;3).

La droite (AD) est tangente a la courbe au point d'abs-
cisse 0.

La courbe rencontre I'axe des abscisses au point d'abs-
cisse 4,

On sait aussi que f(6) = 1 et que la tangente au point
d'abscisse 6 passe par le point E(3 ; 0).

1. Par lecture graphique :

a. déterminerf (0), /' (0) et f' (6) ;

b. déterminer une équation de la tangente a la courbe
au point d'abscisse 6 ;

c. dresser le tableau de signes de f'.

2. On considere la fonction g définie par g = 71—

a. Déterminer le domaine de définition de g.
b. Donner I'expression de g’ a 'aide de fet de f".
¢. En déduire le sens de variation de g.

Exercice 5. 7 (47 p 149)

Etudier les variations de la fonction f définie sur /.
a.fl)=x3-15x2~6x+20190U =R

b.flx) =3~ 122 + 45x - 2020 001 | = R

Exercice 5. 8 (48 p 149)
Etudier les variations de la fonction f définie sur .

a.f(x)=1+%omzlo;+so[
b.flx)= 3-—oul-]0 +20[

Exercice 5. 9 (49 p 149)
Etudier les variations de |a fonction f définie sur /.

a.fly)= 3‘+25 ot 1=12; +0

b.flx) = 2 oul—]1 “oo]

Exercice 5. 10 (50 p 149)
Etudier les variations de la fonction f définie sur I.

a.flx)= oul=R\{-1;1}

-1

Exercices

oul=R

_ X
bflx)= x2+3

Exercice 5. 11 (51 p 149)
Etudier les variations de la fonction f définie sur I.
X2 +x+1 s
a.flx)==—"2"— oll=R
S X2 +3x+3

b= 321 ou1=R\-05,0)

Exercice 5. 12 (56 p 150)

Un médicament antal-

gique est administré par

voie orale. La concen-

tration du produit actif

dans le sang est modé- g A

lisée par une fonction ‘ 4

fqui, au temps écoulé  mloe v gl -

x en heures, associe la oy e

concentration f(x) en milligrammes par litre de sang (mg/L).

La fonction fest définie sur l'intervalle [0 ; 6] par :
f)=x3-12x2+ 36x.

a. Calculer f(x).

b. Déterminer le signe de f"(x) sur [0; 6].

¢. Etudier le sens de variation de f'sur [0; 6] et construire

son tableau de variation.

d. L'affirmation « Au bout de 3 heures, il y a davantage de

produit actif dans le sang qu‘au bout de 2 heures. » est-elle

vraie ? Justifier la réponse.

Exercice 5. 13 (54 p 149)
Les nombres a, b, ¢ et d sont des réels donnés, et ¢ est non nul.

La fonction fest définie sur lintervallel = ]—(4 ; +06[ par:

N_ax+b
flx)= cx+d l
a.Montrer que, pour tout réel xdel,ona f'(x) = ad — ’_t__
(ex + (/)

b. Recopier et compléter le programme ci-dessous pour que
la fonction var retourne le booléen True si fest croissante sur
I et le booléen False si f est décroissante sur .

|17 def var(a,b,c,d):|
V=..
return(...)

Exercice 5. 14
m est un réel et f la fonction rationnelle définie par

f(x) X +mx -2
1. Determlner I'ensemble de définition de f.

2. Etudier, selon les valeurs du réel m, les variations de la
fonction f.

Exercice 5. 15 (Barbazo 62 p 166)

Soit fla fonction définie sur R par :
Slx)=x2+3x+1,

et g la fonction définie sur R\{-2) par:

_ -1
x+2'
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On note €, la courbe représentative de la fonction fet
6, celle de la fonction g.
1. Etudier les variations de la fonction fet dresser son
tableau de variation.
2, Etudier les variations de la fonction g et dresser son
tableau de variation,
3. Soit & la fonction définie sur l'intervalle R\{-2} par:
h(x) =flx) - g (x).

x+ 12 (x+3
a. Montrer que h(x) = (—m%
b. Etudier le signe de A (x).
c. Déterminer la position relative de ‘6 par rapporta 6 .
4. Démontrer que les courbes 6 et <Gg admettent une
tangente commune en un de leurs points d'intersec-
tion. Donner une équation de cette tangente.

Exercice 5. 16 (livrescolaire 100 p 154)
Partie A:

g est lafonction définie sur R par g(x)=x*+3x—4.

1. Montrer que la fonction g est strictement croissante
sur R puis dresser son tableau de variations.

2. Calculer g(1) puis conjecturer le signe de g(x)
sur R.

PartieB:
f est la fonction définie sur R par f(x)= :2;::—:"‘2
C, estlacourbe représentative de f dans un repére
orthonormé.

1. Justifier que f est dérivable et montrer que, pour

tout xeR, f’(x)=;(2;Tx_f1(Tf)

Exercices

2. Etudier le signe de f'(x) puis dresser le tableau de
variations de f sur R.

3. Peut-on trouver des points de C; en lesquels

la tangente est paralléle a la droite A d’équation
wy =—2x ? Si oui, préciser leurs abscisses respectives.

Exercice 5. 17
x3+10x

x2+1 "
On note Cy sa courbe représentative dans un repére
orthonormé (0;1,7).
Partie A
1. Factoriser le polyndme X2 — 7X + 10.
2. En déduire une factorisation du polynéme :

p(x) = x* — 7x? + 10.

3. Déterminer le signe de p(x) sur R.
Partie B
1. Justifier que f est définie et dérivable sur R.
2. Etudier la parité de f et expliquer pourquoi on peut
restreindre son étude & [0; +ool.

' x
3. a. MontrerquevVx € Rf'(x) = (x2(+1))2'
b. En déduire le signe de f'(x) sur [0; +oo],
c. Donner les variations de f sur [0; +oo[.
4. a. Donner une équation de la tangente T a Cr au
point 1.
b. Etudier les positions relatives de Cy par rapporta T.
c. Déterminer les abscisses des points en lesquels Cr

admet une tangente paraliéle ?(I"'.

La fonction f est définie par f(x) =

\ *»
\i

Modéliser et résoudre des problémes d’optimisation

Exercice 5. 18 (65 p 150)

On considére la fonction fdéfinie sur lintervalle [-1; 4]

par f(x) = x3 - 4x? - 3x + 5.

a. Calculer f'(x) puis déterminer son signe.

b. Déterminer les extremums (éventuellement locaux) de f
sur{-1;4].

¢. Que peut-on dire des tangentes a la courbe représentative
de faux points d'abscisses ——;— et3?

Exercice 5. 19 (67 p 150)

Soit fla fonction définie sur R par f(x) = %

a. Etudier le sens de variation de fsur I'intervalle [-5; 1.

b. Quel est le minimum de £ sur [-5 ; 1] ? Pour quelle valeur
est-il atteint ?

<. Quel est le maximum de f'sur [-5 ; 1] ? Pour quelle valeur

est-il atteint ?

Exercice 5. 20 (70 p 151)

Le nombre 7 est un entier supérieur ou égal a 1. On considére
n nombres réels x,, x,, ..., X, et fla fonction définie sur R
parfx) = (x—x )2+ (x - x,)2 + - + (x - x, )%

Montrer que fadmet un minimum et préciser en quelle
valeur il est atteint.

Exercice 5. 21 (82 p 152)
Le plan est muni d'un repére orthonormé. On considére la
droite d d'équation x=12.On note ‘¢ |a courbe représentative
de la fonction carré. Pour tout point M de coordonnées (x ; 0)
avec x réel compris entre 0 et 12, on construit le rectangle
ABCM comme sur la figure ci-dessous.
Y 11

i

i I | P9

1. Déterminer, en fonction de x, les coordonnées des points
A BetC

2. Montrer que l'aire du rectangle MABC est égale 8 —x* + 12x2.

3. On considere la fonction fdéfinie sur [0 ; 12] par :
f=-3+12x2%

a. Déterminer f°(x) et étudier son signe.

b. Etudier les variations de la fonction fsur [0; 12].

4. Déterminer la position du point M rendant I'aire durectangle
MABC maximale et préciser cette aire.
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Exercice 5. 22

Soit f la fonction définie sur R\{1} par f(x) = 2(:;_:) etC

sa courbe représentative dans un repére orthonormal
0;%)).
1. a. Montrer que ¥ x € R\{1}, f'(x) =

b. Etudier le signe de f'(x) sur R\{1}.

¢. Dresser le tableau de variation de f sur R\{1}.

2. A tout réel m>1 on associe le point M de
coordonnées (m ; 0) et on note N le point d’intersection
de la droite (AM) avec I'axe des ordonnées, ot A(1 ; 1).

x2-2x
2(x-1)2"

a. Démontrer que N a pour coordonnées (O i ﬁ—{)
b. Montrer que l'aire du triangle OMN est égale & f(m).
€. Quelle est la position du point M pour laquelle 'aire

du triangle OMN est minimale ?

Exercice 5. 23 (Hatier 71 p 155)
A partir d'un disque en
carton souple de rayon
10 cm que l'on découpe
sur un rayon et en fai-
sant chevaucher le carton
sur un angle o donné, on
fabrique un chapeau de
forme conique comme sur

la figure ci-contre.

@ Calculer | Parmi tous les chapeaux possibles construits
selon cette méthode, quel est celui de volume maximal ?
Quelle est sa hauteur ?

AW

Exercice 5. 24 (Barbazo 79 p 169) Cal, 2
On considére un rectangle inscrit dans un cercle de
rayon 1,

* Déterminer les dimensions du rectangle pour que
son aire soit maximale,

Exercice 5. 25 (Barbazo 80 p 169)
ABCD est un carré de cbté 1.

M est sur le segment [AB].
On place le point N tel que CN = AM sur la demi-droite
[BC) a l'extérieur du segment [BC].

10

Exercices

La droite (MM) coupe (DC) en P.
OnposeAM=xavecO<x=<1,

A D
M|,
P
B c TN

Le but de I'exercice est de trouver M sur [AB] tel que
la distance PC soit maximale,
1. Exprimer BM et BN en fonction de x.

= =X +x
2. Montrer que PC = PR

3. En déduire la position du point M maximalisant la
longueur PC.

Exercice 5. 26 (Déclic 94 p 126)
Dans un repére orthonormé, on considére la parabole

P d’équation y = x2. On note A le point de coordon-
nées (3;0) et M un point mobile sur P d’abscisse
x=0,

Le but de cet exercice est de déterminer la posi-
tion du point M sur @ telle que la longueur AM
soit minimale.

1. Réaliser la figure sur un logiciel de géométrie dyna-
mique et conjecturer la solution de ce probléme.

[ M

| 1

2. Justifier que la distance AM est minimale si et seu-

lement si AM? est minimale.

3. On note d la fonction qui & tout réel x positif associ

AM?,

a. Montrer que d(x)=x“+x2—-6x+9.

b. Montrer que la dérivée de la fonction d vérifie :
d’(x)=(x~"1)(4x?+4x+6)

c. Etudier les variations de la fonction d sur [0 +od|

4, Conclure.

Exercice 5. 27 (84 p 152)
Une entreprise vend

un tissu en coton de forme
rectangulaire de 1 métre de
large. On note x sa longueur
exprimée en kilométres, x
étant un réel compris entre
Oet10.

Le colit total de production en euros de ce tissu est donné,
en fonction de x, par C{x) = 15x3 — 120x2 + 350x + 1 000.
Le cours du marché offre un prix de 530 € le kilométre de
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tissu fabriqué par I'entreprise.
Pour tout réel x de l'intervalle [0; 10], on note R(x) la recette
et B(x) le bénéfice générés par la production et la vente de
x kilométres de tissu par 'entreprise.
1. a. Déterminer le montant des codts fixes.
b. Calculer le codit de production, la recette et le bénéfice
générés par la production et |a vente de 4 kilométres de tissus.
c. Exprimer R(x) en fonction de x.
2. a. Montrer que, pour tout réel de [0;10] :

B(x) =—15x3 + 120x% + 180x — 1 000.
b. Déterminer B'(x).
c. Etudier le signe de B'(x) et en déduire les variations de la
fonction B sur [0; 10).
3. a. Pour quelle longueur de tissu produit et vendu I'entre-
prise réalise-t-elle un bénéfice maximal ?
b. Donner alors la valeur de ce bénéfice maximal.

Exercice 5. 28 (TP2 p 159)

Une entreprise fabrique une pate
a cookies dont le colit total jour-
nalier de production {exprimé en
centaines d'euros) pour x litres de
pate est donné par la fonction C
définie sur lintervalle |=[1,50]
par Clx) =0,75x2 + 3x + 315,

@) Quelques calculs de coiits
a. Calculer le cott fixe journalier de I'entreprise.

b. Calculer le colit total de production de 20 litres de péte a
cookies.

@ Coiit moyen
1. Exprimer le colt moyen de production d’un litre de pate

Cplx) = g—)(—rﬁ avec x dans [1; 50].

2. Calculer le coGit moyen de production d’un litre quand on
produit 20 litres.

3.a. Représenter la fonction C,, a l'aide d'un logiciel ou d'une
calculatrice.

b. Conjecturer graphiquement la quantité a produire pour
obtenir un cout moyen minimum.

4. a, Déterminer la quantité a produire pour obtenir un co(it
moyen minimum,

b. Déterminer ce colit moyen minimum,

@ Coit marginal

1. Le co(t marginal est le supplément de colit engendré pour
produire un litre supplémentaire de péte.

a. Exprimer le codt marginal C,, (x) = Clx + 1) - C(x) en fonc-
tion de x.

b. Déterminer le coGt marginal pour une production de 20 litres
de péte a cookies.

2. Les économistes prennent souvent comme valeur appro-
chée de C, (x) la valeur C’(x).
Déterminer C’(x) et justifier cette approximation.

(@ Une égalité de coiits
a. Représenter sur un méme graphique les courbes repré-

11
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sentatives des fonctions C, C,,
calculatrice,

b. Résoudre graphiquement l'équation C,,(x) = C, (x).
Quel résultat de la partie B retrouve-t-on ?

¢. Résoudre I'équation C,,(x} = C,(x).

et C,, avec un logiciel ou une

Exercice 5. 29

1. Soit f la fonction définie sur [5; 20] par:
x2 | 1000

f(x) =] 7 + T
a. Exprimer f'(x) et vérifier que

F1(x) = (x—m)(x‘:zwxﬂoo)
b. Construire le tableau de variations de f sur [5;20].
Quel est le minimum de f sur [5;20] ?

2. Une casserole est constituée d’un fond de rayon x et
d’un cylindre de hauteur h.

a. Exprimer la surface F du fond de la casserole en
fonction de x, puis la surface latérale £ du cylindre et le
volume V de la casserole, en fonction de x et h.

b. On souhaite construire une casserole de volume
imposé 1000w cm?® . Calculer h en fonction de x et
exprimer la surface totale S(x) nécessaire.

3. a. Montrer que S(x) = 2rnf(x) ol f est la fonction
étudiée dans la question 1. En déduire les variations, sur
Pintervalle [5; 20], de la fonction §.

b. Quelles sont les dimensions d’'une casserole de
10007 cm?3 qui utilise le moins de téle possible ? Quelle
est alors cette surface ?

Exercice 5. 30

Soient x et y deux nombres positifs de somme égale a 1.
Soit n un entier naturel.

Déterminer x ety pour que le produit P = x™ X y soit
maximal.

Exercice 5. 31 (71 p 151)
On consideére la fonction f définie sur R par:
SR =13 +2x~3.
a. Montrer que fest croissante sur R.
b. Vérifier que f(1) = 0. En déduire le signe de f(x) sur R.
¢. Montrer que, pour toutx = 1,onax’ = 3 - 2x.

Exercice 5. 32 (73 p 151)
a. Etudier les variations de la fonction fdéfinie sur ]0; +2¢[
par f(x)=x+ -}

b. En déduire que, pourtoutx > 0,0nax +— = 2.

= |—=

Exercice 5. 33 (116 p 163)

x

Soit fla fonction définie sur {0 ; <[ par f{x) = T
1. Montrer que f est dérivable sur [0 ; +2¢[ et que, pour tout
x>0,0na f'(x) = —=%

Jx (x + 1)2 ‘
2. Etudier les variations de fsur [0 ; +°o[.
3. En déduire que, pour tout réel x=0,0na0 < Jx < J‘TH
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4. a. Montrer que, pour tout réel x >0, ona f(x) < %
X

b. En déduire un intervalle sur lequel on af(x) < 10-3,
5. Retrouver le résultat de la question 3. en utilisant I'expression

(V= -)’

Exercice 5. 34 inégalité de Bernoulli

n est un entier naturel fixé et t un nombre réel positif. On
note (B,) I'inégalité (1 + t)" = 1 + nt.

1. Vérifier que By et B; sont vraies.

2. Onsupposen = 2 eton considére sur R, la fonction ¢
définie par p(t) = (1 + )" — 1 —nt.

a. Calculer @' (t) et @' (t).

b. Montrerque, Vt € R, ¢'(t) = 0.

c. Endéduire I'inégalité (B,).

Exercice 5. 35
Soit f la fonction définie sur I = ]—4; +oo[ par

x3-2

F&) =7

1. Démontrer que f est dérivable sur I et calculer sa
dérivée.
2. Soit g la fonction définie sur I par

g(x) = 2x3 + 12x2 + 2.
Etudier les variations de g sur I et en déduire que v x € I,
glx) > 0.
3. Déduire de la question précédente le signe de f' sur ]
puis les variations de f sur I.

Exercice 5. 36 (79 p 151)

La fonction fest définie sur lintervalle [-2 ; 6] par:
Jx}=0,503-3x12 +8.

On note ‘6 sa courbe représentative dans un repére orthonormé

d’unité 1 cm.

1. a. Calculer f'(x).

b. Etudier le sens de variation de f et construire son tableau

de variation sur [-2 ; 6].

c. Déterminer une équation de la tangente 7°au point d'abscisse 2

de la courbe €.

2, Soit g la fonction définie sur [-2 ; 6] par g{x) =f{x) - (~-6x+ 12).

a. Justifier que g est croissante sur [-2; 6].

b. Calculer g(2).

¢. En déduire le signe de g{x) sur [-2; 6].

3. Sur quelintervalle a-t-on f(x) = -6x + 127 Qu’en déduit-on

pour la courbe 6 et pour la tangente 7'?

4, Construire la courbe 6, la tangente T et les tangentes a 6

aux points d'abscisse 0 et 4.

Exercice 5. 37 (80 p 152)

On considére les fonctions f et g définies sur R par

Six) =-9x3 + 27x2 + 4 et g(x) = 27x - § et leurs courbes
respectives ‘@ et & dans un repére.

Déterminer la position relative de ces deux courbes.

Exercice 5. 38

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x3 —3x2 + 1
et C sa courbe représentative dans un repére
orthonormal d’unités 2 cm.

1. Donner I'expression de f'(x), pour tout x € R.
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2. Etudier les variations de f et construire son tableau de
variations sur [—1; 3].
3. a. Déterminer une équation de la tangente T a C au
point d’abscisse 1.
b. Existe-t-il d’autres points de la courbe en lesquels C
admet une tangente parallelea T ?
4, Soit g |a fonction définie sur R par:

g(x) = f(x) = (=3x +2).
Justifier que g est croissante sur R.
Calculer g(1).
En déduire le signe de g(x) sur R.
Sur quel intervalle a-t-on f(x) = —3x+27?
Que peut-on en déduire pour la courbe C et pour T ?
5. Construire la courbe C, latangente T et les tangentes
aux points d’abscisse 0 et 2.

a0 oo

Exercice 5. 39

3x%+ax+b
x241

sont deux réels a déterminer. On appelle C sa courbe

représentative dans un repére orthonormé,

1. Quels sont les ensembles de définition et de

dérivabilité de la fonction ¢ ?

2. Déterminer a et b pour que la tangente a C au point

d’abscisse 0 ait pour équation y = 4x + 3.

3. Préciser les positions de € par rapport a cette tangente.

4, Dresser le tableau de variations de la fonction ¢.

5. ¢ admet-elle des extrema sur IR ? Si oui lesquels ?

6. Préciser la position de C par rapport a la droite

d’équation y = 3.

7. Tracer la courbe représentative de la fonction ¢.

@ est la fonction définie par @(x) = olaeth

Exercice 5. 40 (89 p 153)

Soit f la fonction définie sur l'intervalle [26 ; 27] par
Jlx)=x2-720 et 6 sa courbe représentative dans un repére.
On admet ici que I'équation f{x) = 0 a une unique solution o
sur [26 ; 27] et le but de I'exercice est de calculer une valeur
approchée de o par la méthode de Newton.

1. On considere le point B de C d'abscisse x, = 26.

a. Déterminer une équation de la tangente 7, a € au point B.
b. Déterminer I'abscisse x; du point d'intersection |, de J,
etde €.

2. On définit par le méme processus les points B, B,, ... B,
(voir algorithme page 145).

a. Montrer qu'une équation de la tangente a 6 au point B,
d'abscisse x, est y = 2x x—x,2-720.

b. En déduire I'expression de x,, en fonction de x,.

¢. En utilisant un algorithme comme celui présenté page 145,
donner une valeur approchée de o

Exercice 5. 41 {inégalité des accroissements finis) *
Soient a et b deux nombres réels telsque a < b, met M
deux nombres réels, f une fonction dérivable sur [a; b] &
valeur dans R.

OnsupposequeV x € [a;b],m < f'(x) < b.

Montrer que m(b —a) < f(b) — f(a) < M(b —a).

On pourra considérer les fonctions g : x = f(x) — Mx et
h:x o f(x) —mx.



5 Dérivation : application a I'étude de fonctions

Exercice 5. 42 &
Soit f une fonction dérivable de R dans R.

1. Montrer que f est paire si et seulement si f’ est
impaire.

On pourra considérer la fonction g définie sur R par
g(x) = f(x) — f(=x).

2. Montrer que f estimpaire si et seulement si f’ est
paire et f(0) = 0.

Exercice 5. 43 b
Soit f une fonction dérivable e R dans R, T un élément
de R}.

a. onsuppose qu'il existe 1 € R et une fonction g de R
dans R, périodique, de période T telle que :

VxeR, f(x)=g(x)+ Ax.

Montrer que f' est périodique de période T.
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b. Formuler et démontrer une réciproque du résultat
établien a.

Exercice 5. 44 b
Soit I unintervalle de R, a un élément de I, f une
fonction de I dans R. On suppose que f est deux fois
dérivablesur/etqueVx € R, f"(x) = 0.

On se propose de montrer que le graphe de f est au-
dessus de sa tangente au point a. On pose, pour tout x
dans/:

g(x) = f(x) = f(a) — f'(a)(x — a).

Calculer g" (x) et g'(a).

Déterminer le signe de g’ (x), donner le tableau de
variations de g et conclure.

Les fonction possédant la propriété précédente sont dites
convexes.



6 Fonction exponentielle



6 Fonction exponentielle Objectif 1 : étudier et utiliser la fonction exponentielle

~
Définition 6. 1 )

fonction exponentielle Avec la notation introduite ci-contre la fonction
On admet qu’il existe une unique fonction f dérivable sur R exponentielle est définie et dérivable sur R avec:
telle que f' = f et f(0) = 1. Cette fonction est appelée - Vx € R, exp'(x) = exp(x) ;
fonction exponentielle, on la note exp. - exp0=1.

Remarque : la preuve de |a propriété précédente permettrait de prouver que Vx € R, expx # 0 et exp(—x) = o r

La fonction exponentielle vient compléter la liste des fonctions de référence. Sa définition n‘est pas explicite mais les
conditions énoncées suffisent a la préciser. On cherche, dans la suite du chapitre & connaitre plus précisément cette
fonction : propriétés, variations, courbe, etc.

Propriété 6. 1 )

prepriétés algébriques
expx
expy’

iv. VX ER,Vn € Z, exp(nx) = (expx)™.

i. VY (x;y) €R? exp(x+y) = exp(x) X exp(y); ii. ¥ (x;y) €ER? exp(x —y) =
1

ii. Vx €R, exp(=x) =

Les propriétés algébriques de la fonction exponentielle évoquent les propriétés connues sur les exposants. Pour formaliser
cette observation on introduit une nouvelle notation. En posant e = exp(1) (nombre d’Euler ou constante de Néper, e =
2,718 21073 pres), quelque soit I'entier n on a exp(n) = exp(n x 1) = (exp1)™ = e™. En étendant cette égalité 2
I'ensemble des réels on a, ¥ x € R, exp(x) = e*. On peut alors reformuler les résultats précédents :

Propriété 6. 2 B
P e propriétés algebriques
i e®=1; ii. VXER, e¥=-—; V. V(x;y) ER?E, e* V=2,
' ’ B '’ ex ’ . ’y ? v ey ]
ii. exp'(x)=e*; iv. V(x;y) ER? e*V =¢g*xeV; Vi VXER, VnezZ e™ =(e*)".
p B4
1. Soit x € R. Démontrer les égalités suivantes :
1 e* b -1 1-e72%
' —x x *oe2xyq1 -2
Exemple 6.1 . 1.+.e 1+e . . e?¥+1 1+e=2%
2. Simplifier les expressions suivantes :
2x -x33 2x —2x x -xy2 e3*
. X . = - . —
a. e (e™) b. e* +e¢ (e* —e™) C e

x xN 2
PuisqueV x € R, e* = esz, alors e* = (82) , ce qui montre que, V x € R, e* = 0. De plus on sait, d’aprés la remarque

précédente, que V x € R, e* = 0. En utilisant conjointement ces deux résultats on peut écrire la propriété suivante :

~
Propriété 6. 3 :
p J signe de la fct exponentielle Excmpleic2

: - = =
Vx€eR, e* > 0. Etudier la monotonie de la fonction x € R » xe”*.

La fonction exponentielle étant dérivable sur R avec, V x € R, exp’ (x) = e* > 0 on peut énoncer la proposition suivante :

- s r \
/—C Propriété 6. 4 J monotonie 3 y

. . 4 L y = @*
La fonction exponentielle est strictement croissante sur R.
X -0 0 1 +00
exp’(x) i + H
] e 1
o | _i——" =
\ V. -5 of 1




6 Fonction exponentielle

La stricte monotonie de la fonction exponentielle permet d’énoncer des équivalences entre égalités et des équivalences
entre inégalités permettant de résoudre des équations et des inéquations ou figurent des exponentielles.

Objectif 1 : étudier et utiliser la fonction exponentielle

Propriété 6. 5 )

- e“=el s a=bh; - el<el s a<h.

équations, inéquations

1. Résoudre les équations suivantes :

a. e¥*1=1; b. (e3%)2—-e?2=0;
Exemple 6. 3 2. Résoudre les inéquations suivantes :
a (e*+D(Ee*-1)>0; b. (x +3)e**2<0;

c. e*¥—2e¥4+1=0.

c. (e¥)?<

oy

e

N

|



6 Fonction exponentielle Objectif 2 : étudier une composée affine de la fonction exponentielle

Sia et b sont deux réels alors la fonction x € R — ax + b est dérivable sur R, & valeur dans R ou la fonction
exponentielle est dérivable. D’aprés la propriété 4. 5 on peut alors énoncer le résultat suivant :
/" \ / 4 u
“=-ue

e
Propriété 6. 6 )

dérivée de x € R > e%+P

fix €R - e®**P est dérivable sur RetVx € R, f/(x) = ae®™+P,

Exemple 6.4 | Etudier les variations de la fonction f : x € R + xe3**!

Conséquence
Soit k un réel strictement positif
La fonction fi : t € R — ekt est croissante sur R La fonction g : t € R — e~k est décroissante sur R.
4 —0 o] +00 4
Variations PR pEEm————_ Variations
de fi —_— de g;




6 Fonction exponentielle Objectif 3 : modéliser par une croissance ou une décroissance exponentielle

Soient a et b deux nombres réels.

e N\
Propriété 6. 7 =\

/—( . monotonie de la suite (e"b )

La suite (e™?) est une suite géométrique de premier terme 1 et de raison e?.

b > 0 = (e™) croissante

b =0 => (e™) constante

b < 0 = (e™) décroissante
& y

Déterminer la raison, le premier terme et la monotonie des suites géométriques suivantes.

Exemple 6. 5 _ _ n
a. u, =e 3", b. u, = e3"**; C U, =10e'"7; d. u, =2e?

/‘C Définition 6. 2 ) ™

Un phénomene (physique, économique, etc) se modélise de fagon discréte par une croissance (resp
décroissance) exponentielle s'il peut étre modélisé par une suite dont la représentation graphique est un
nuage de points appartenant a une courbe représentative d'une fonction dont I'expression est de la forme
kf(t) = ae®® aveca > 0 (resp a < 0).

A

-~
Définition 6. 3 J

Un phénomene (physique, économique, etc) se modélise de fagon continue par une croissance (resp
décroissance) exponentielle s'il peut étre modélisé par une fonction dont I'expression est de la forme f(t) =
aeb?t aveca > 0 (resp a < 0).




6 Fonction exponentielle Démonstrations

D1 - Unicité

Rappels :
1. Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I de R.
» Dérivation d’'un produit : uv est dérivable sur T et (uv) =u'v+uv',

?
u) _u'v—uv'

» Dérivation d'un quotient : si v ne s'annule pas sur 1, alors = est dérivable surI et ( 5
v v

'4

2. Soit g une fonction dérivable sur R, et m et p deux réels.
Alors x— g(mx+p) estdérivable sur R et sa dérivée est: x— mxg'(mx+p).

On admet l'existence d’'une fonction f dérivable sur R, telle f'= f et £(0)=1.

1. Pour tout réel x, on pose h(x)= f(x)x f(—x).

a. Justifier que h est dérivable sur R et calculer la dérivée de h.

En déduire que la fonction h est constante sur R,

b. Déterminer h. En déduire que la fonction f ne s'annule pas sur R.

2. On suppose quiil existe une fonction g, définie et dérivable sur R, vérifiant g'=g et g(0)=1.
flx)

a. Justifier que k est dérivable sur R, puis, pour tout réel x, calculer k'(x).

En déduire que la fonction k est constante sur R,

b. Déterminer k. En déduire que les fonctions f et g sont égales, puis que la fonction f est unique,

CORRIGE
1. a. h est dérivable sur R comme produit de fonctions dérivables sur IR,
En appliquant la proposition de dérivée d'un produit ainsi que la proposition de dérivée de la composée
de la fonction affine x— —x (ici, m=-1 et p=0) avec la fonction £, on obtient, pour tout réel x :
h(x)= £ ()% F(=x)+ FX(=)x f(=x)= f(x)x f(~2)~ ()% f(~2).
Or, f'=f. Dong, pour tout réel x, f'(x)=f(x) et f'(-=x)= f(-x). Donc h'(x)=0.
La dérivée de la fonction h est donc nulle sur R.
D'aprés la caractérisation des fonctions constantes, la fonction h est constante sur R.
b. h étant constante sur R, pour obtenir la valeur de cette constante, il suffit de calculer, par exemple, l'image
de 0 parh.Ona: h(0)=f(0)x f(-0)= F(0).
La condition f(0)=1 donne alors h(0)=1. Donc, pour tout réel x, on a h(x)=1.
Ainsi, pour tout réel x,ona f(x)x f(-x)=1.
S'il existe un réel x tel que f(x)=0, alors on obtient 0= 1, ce qui est absurde.
Donc, pour tout réel x, f(x) est différent de 0.
Cela est équivalent a dire que la fonction f ne sannule pas sur R.

Pour tout réel x, on pose k(x)=

2. a. Comme le dénominateur de la fonction k ne s'annule pas sur R, le nombre k(x) est bien défini

pour tout x. En appliquant la propriété de dérivée d’'un quotient, on obtient, pour tout réel x :

()= £ D=8 (XS () _ 00X F()=8(x)x S ()
[ ()] [F(0)F

=0. Donc k est constante sur R.

b. On calcule : k(O):M:L Donc, pour tout réel x, on a k(x)=1 et par suite : 8(x) =1,

f(0) f(x)
ce qui est équivalent & g(x)= f(x). Donc: f=g.
On a montré que, s'il existe une fonction vérifiant les mémes conditions que f, alors elle est égale 4 f,
ce qui démontre l'unicité de f.




6 Fonction exponentielle Démonstrations

D2 - Relation fonctionnelle
exp(x+a)
exp(a)
1. Justifier que la fonction f est bien définie quel que soit le réel a et qu'elle est dérivable sur R.
2. Pour tout réel x, calculer f'(x), puis £(0). En déduire que f est la fonction exponentielle.
3. En déduire la relation fonctionnelle de I'exponentielle.
CORRIGE

1. Quel que soitle réel a choisi, d'aprés I'une des étapes de la démonstration de 'unicité, exp(a) est différent
de 0. Donc la fonction f est bien définie sur R.

Soit @ un nombre réel quelconque et f la fonction définie sur R par f(x)=

1

La fonction f est dérivable sur R car, pour tout réel x, f(x)= xexp(x+a) et x—exp(x+a) est

exp(a)
dérivable d'apres la propriété de dérivée de la composée d'une fonction affine avec la fonction exp.
, exp(x+a)
2. Pourtoutréel x,ona f'(x)= x1 xexp(x+a)=p(—\”) = f(x).

exp(a) exp(a)
exp(0+u): expl(a) -1
exp(a) exp(a)
La fonction f vérifie donc les deux conditions f=f' et f(0)=1.
D’aprés le théoreme d‘unicité, on en déduit que f est la fonction exponentielle.

De plus: f(0)=

exp(x+a)

3. Puisque le réel u est quelconque, I'égalité @ - =exp(x), vraie pour tout réel x, est vraie quel que
exp(a ‘

soit le réel a, que l'on peut noter y,
. . exp(x+y
Pour tous réels x et y, on obtient EApLEEY)

=exp(x), ce qui équivaut a exp(x+y)=exp(x)xexp(y).
exp(y)

D3 - Signe et monotonie de la fonction exponentielle

2
1. a. Montrer que pour tout réel x, on a: exp(x)z(exp(-;i)) .

b. En déduire que pour tout réel x, on a: exp(x)=0.

¢. Soit.x un réel quelconque. Quelle est la valeur de exp(x)xexp(—x) ?
En déduire que pour tout réel x, ona: exp(x)>0.

2. Montrer que la fonction exp est strictement croissante sur R.

CORRIGE

1.a. Pour tout réel x,on a: (exp(-{])z—exp('—t)xexp(fj—exp(£+£)—exp(r)
o T 2 2 2 2 2 o

b. Soit x un réel quelconque.

Dapres la question précédente, exp(x) est le carré d'un nombre réel. D'ou : exp(x)=0.

¢. Pour tout réel x, on a: exp(x)xexp(—x)=exp(x—x)=exp(0)=1.

Donc pour tout réel x, exp(x) est différent de 0. On conclut que, pour tout réel x, exp(x)>0.

2. La fonction exp est dérivable sur R et exp’ = exp.
Donc la dérivée de exp est strictement positive sur R. D’aprés le théoréme des variations d'une fonction

dérivable sur un intervalle, fa fonction exp est donc strictement croissante sur IR.

10



6 Fonction exponentielle

Démonstration 1 : Propriété algébrique de la
fonction exponentielle

1. Soit x un réel quelconque. La démonstration de l'unicité
de la fonction exponentielle a permis de démontrer que:
exp(—x)xexp(x)=1.

En déduire successivement que :

a. exp(-x)=

exp( \) '
) exp(x)
b. pour toutréel y,ona: exp(x—-y)= ;
: exp(y)

2. Soit x un réel quelconque.

a. Vérifier I'égalité : exp(0x.x)=(exp(x))°.

b. Dans cette question, n désigne un entier naturel.

Montrer que la suite de terme général exp(nxx) est

une suite géométrique.

En déduire que : exp(nx)=(exp(x))".

¢. Dans cette question, n désigne un entier négatif.

En utilisant exp(nx) = -

exp(—nx)

un entier naturel, montrer que :
exp(nx)=(exp(x))".

d. Conclure pour tout entier n.

et le fait que —n est

Démonstration 2 : Egalités et inégalités
Soit x et y deux réels.

11
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1. a. Justifier I'Yquivalence: e* =ef <> x =1y,

Pour l'implication e* =e¥ = x =1y, on pourra utiliser un
raisonnement par |'absurde,

b. En déduire que :
e¥=1>x=0 et
2. a. Justifier 'équivalence :
er<erex<y,

b. En déduire que:
et<ees>x<<l et

ef=px=1.

et=1ax=0.

Démonstration 3 ;: Monotonie de la composée
d’une fonction affine par la fonction
exponentielle

Rappel : Soit g une fonction dérivable sur R, et m et
p deux réels.

Alors x— g(mx+p) estdérivable sur IR et sa dérivée
est x—mxg'(mx+p).

Soit m et p deux réels.
1. Calculer la dérivée de la fonction h définie sur R par
h(x)=exp(mx+p).

2. Déterminer, selon le signe de m, les variations de la
fonction h sur R.

3. En complément, montrer que h est strictement
monotone sur [R si et seulement si m est différent de 0.



6 Fonction exponentielle Activités

Activité 1: Introduire la fonction exponentielle

On suppose qu’il existe une fonction f dérivable sur R telle que f* = f et f(0) = 1. En s’appuyant sur le fait qu’au voisinage
d’un point, une courbe et sa tangente en ce point sont trés proches, on va construire une « approximation » par des
segments de la courbe représentative C de cette fonction sur l'intervalle [0 ; 2].

1. Soit 4y le point de C d’abscisse 0 et T la tangente & C au point 4,.

a. Donner les coordonnées de 4.

b. Justifier que le coefficient directeur de T, est égal a 1.

¢. Placer 4, dans un repére et tracer la tangente Tj,.

d. Onnomme A, le point de Ty d'abscisse 0,5. Calculer ordonnée de A4,.

2. latangente Ty a C au point d’abscisse 0 étant tres proche de C sur I'intervalle [0 ; 0,5], on la remplace par le segment
[40A].

Justifier que si le point A; était sur C, le coefficient directeur de la tangente & C en A4, serait 1,5.

Tracer la droite Ty passant par 4; et de coefficient directeur 1,5.

On nomme A; le point de T; d’abscisse 1. Montrer que les coordonnées de 4, sont (1;2,25).

Sur 'intervalle [0,5; 1] on remplace C par le segment [4;4,].

Sile point A, était sur C quel serait le coefficient directeur ¢, de la tangente a C en ce point ?

Tracer la droite T, passant par A, et de coefficient directeur c;.

On nomme A; le point de T, d’abscisse 1,5. Calculer les coordonnées de Aj.

a. Soit ¢; I'ordonnée du point A;. Tracer la droite T; passant par A; et de coefficient directeur c;.

On nomme A, le point de T; d’abscisse 2. Vérifier que I'ordonnée du point A, est égale a 5,0625.

Construire le segment [4;4,].

La ligne brisée constituée des segments [Ay4;], [A;42], [4243], [A34,] est une approximation d’une partie de la courbe

T RO T O WO T O

d’une nouvelle fonction qui s’appelle la fonction exponentielle.

Activité 2 : Démontrer une propriété qui sera utilisée pour définir la fonction exponentielle

On admet qu'il existe une fonction f définie et dérivable sur R qui vérifie f(0) = 1 et f' = f. On note g la fonction définie
sur R par g(x) = f(x) X f(—x).

1. Calculer g(0).

Montrer que g est dérivable sur R et que g'(x) = 0, pour tout réel x.

Que peut-on en déduire concernant la fonction g ?

Donner I'expression de g(x) pour tout réel x en utilisant les résultats des questions précédentes.

A

En utilisant la définition de la fonction g, montrer que pour tout réel x, on a f(x) # 0.

12



6 Fonction exponentielle

Exercices

Objectif 6. 1

Exercice 6. 1 (45 p 176) propriétés algébriques

1. Ecrire les expressions suivantes sous la forme e*!) ol

A{x) est une expression de la variable x.

papeil 2047)2 3¢ (@1-4)3
Jersy C (e2F)2 x (1)

1+e¥ _e*+et

2, Démontrer que pour tout réelx: = .
1+et eV +1

a. e5X+2 X eX'-s

Exercice 6. 2 (48 — 50 p 176) propriétés algébriques
Ecrire A, B et C sous la forme ef ol E est une expression
et x un réel.

a. A=(e"™)2xe¥B=exe’ 0t (C=(e"!)3xal3

1 e2.\'—5 e~
b.A = e-7+02x" B= arts et C= er 3
3
e ot x @t e x (e2+41)
C;A= e.\'+| Bz el"\ o et C= e (S | xe?\

Exercice 6. 3 (51 — 54 p 176) propriétés algébriques
a. Pour tout réel x, 3e2* - 8e¥ - 3 = (1 + 3eY)(e* - 3).
e1+2x
tet  ette

eH—x

b. Pour tout réel x, ]

, x+1 v
c. Pour tout reelx,—e—;—T =&
e+e't 1+e"

d.Pourtoutréelx,1— &~ - &
T+e* T+ef

Exercice 6. 4 (57 p 176) propriétés algébriques
X

Soit fla fonction définie sur R par f(x) = ——

’ 7 1+ e*
courbe représentative.
A tout réel a non nul, on associe les points M, et N, de la
courbe ‘Gfd'abscisses respectives a et —a.
Démontrer que les segments [M_N_] ont un point commun.

9
et €~fsa

Exercice 6.5 (68 p 176) équations
a.e’=e' b.eZ-1=0

Exercice 6. 6 (69 p 176) équations
a.es*l=pxedr b.(e*~ed)(e*+5)=0

Exercice 6. 7 (70 p 176) équations
a.3ei42 4 1=4 b.esr = &5
e

Exercice 6. 8 (73 p 176) équations

1. Démontrer que 'équation e* - 2e~* + 1 = 0 est équi-
valente a I'équation (e¥)2 +e* - 2=0.

2, Résoudre dans R I'équation e* ~ 2e~*+ 1=0.

Exercice 6. 9 (58 — 65 p 176)
A(x)=0,5+e*, B(x)=1+0,5e et C(x) =-10e*
- N _€f
A()=~1-e%B(x) = o
Alx) = ~2e1 B{x)=0,3e"%7v et C(x) = 1 + 517~
A(x) =5e* - xe* et B(x)=xle"-xe*
Alx)=ev~2xe’ et B(x)=xe"-x%r
Al)=4e-x?e* et B(x)=xe*-e?

etClr)=e*(2 +eY)

SueEpw N R
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et Bx)= A

et B(x)=xe -

7. Al)=x%ec-e?

CAQ) =X
8 () e’ +1
Exercice 6. 10 (74 p 177) inéquations

a.l=sex b.e¥-—exe*9 =<0

Exercice 6. 11 (75 p 177) inéquations

a.l-e’1=0 1

b.ett3 = —
e

Exercice 6. 12 (76 p 177) inéquations

1. Justifier que e2* — e*est du signe dee* - 1.

2. Résoudre dans R l'inéquation e* - 120,

3. En déduire le signe de e2* - e*sur R,

Exercice 6. 13 (79 p 177) inéguations
1. Factoriser le polyndme du second degré :

-5X2+3X+2.
2. En déduire une factorisation de -5e2* +3e* + 2.
3. Etudier le signe de ~5e%* + 3e* + 2 sur R.

Exercice 6. 14 (87 p 178) étude de fonction
Soit fla fonction définie sur R par:
S) = (5~ x)ev.
1. Exprimer f'(x) en fonction de x.
2. a. Etudier le signe de f'(x) sur R.
b. Construire le tableau de variation dej.

Exercice 6. 15 {89 p 178) étude de fonction

Soit fla fonction définie sur R par:
Sfl)=(e*+1)(e* - 3).

1. Exprimer f*(x) en fonction de x.

2. a. Etudier le signe de f'(x) sur R.

b. Construire le tableau de variation de 7.

Exercice 6. 16 (91 p 178) étude de fonction

Soit fla fonction définie sur R par f{x) = (e* - 1)2

1. Exprimer f*(x) en fonction de x,

2. Etudier le sens de variation de la fonction f sur l'intervalle
125, 0], puis sur [0; 4+<<[.

Exercice 6. 17 (93 p 178) étude de fonction

Soit f1a fonction définie sur [2; 10] par f(x) = xzex 3_

1. Calculer f'(x) et montrer que f'(x) est du signe de x? ~ 2x - 3.
2. En déduire le tableau de variation de fsur [2; 10].

Exercice 6. 18 (94 p 179) étude de fonction

Soit fla fonction définie sur R par f(x) = xe~2%,

1. Montrer que pour tout réel x, f/(x) = (1 - 2x)e-2~,
2. Etudier les variations de la fonction f.

Exercice 6. 19 (101 p 179) étude de fonction
1. Al'aide d'une calculatrice, faire une conjec-
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ture sur le nombre de points d'intersection de la courbe
représentative de la fonction exponentielle et de la droite
d'équationy=x+1.

2. Soit fla fonction définie sur R par f(x) =e* - x-1.

a. Exprimer f'(x) en fonction de x.

b. Construire le tableau de variation de la fonction .

3. Démontrer la conjecture faite dans la question 1.

Exercice 6. 20 (103 p 179) étude de fonction
On a représenté ci-contre la courbe ¥
représentative € de la fonction exponen-
tielle ainsi que la tangente 7°a € en son
point A d'abscisse 1.

1. Faire une conjecture sur la position de

% par rapportaT. ' ] 'A
2. Démontrer qu‘une équation de Test: 1A
y=ex — '97 j
) 1 X
3. Soit fla fonction définie sur R par:
fl=e"-ex,

a. Exprimer f'(x) en fonction de x.

b. Etudier le signe de f'(x) sur R.

c. Construire le tableau de variation de la fonctionf.
4, Démontrer la conjecture faite dans la question 1.

Exercice 6. 21 (Déclic 121 p 199) étude de fonction
On considére la y /
fonction f définle sur R par ]
f(x)=(ax?+bx+c)e* olia, 1
/ A
_/ 0 X

b et ¢ sont trois réels.
v/]

On note %, sa courbe
représentative.

1. a. Lire graphiquement la
valeur de f£(0). ’
b. En déduire la valeur de c.

2. a. Lire graphiquement la valeur de f/(0).

b. Calculer f'(x) en fonction de g, b et c.

c. En déduire la valeur de b.

3. Lire graphiquement f(1). En déduire la valeur de a.

4. Etudier les variations de f

Exercice 6. 22 (Barbazo 47 p 197) étude de fonction
Soit fla fonction définie sur R par:

flo) =@ -25x+1)e"
Sa courbe représentative 6 , est donnée ci-dessous.
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1. On note f' la fonction dérivée de f.

a. Calculer f'(x).

b. Etudier le signe de f'(x) sur son domaine de définition
c. Dresser le tableau de variation de la fonction fsur R
2. La tangente a 6, au point A d'abscisse -1 recoupe

la courbe ‘6fau point M.

Déterminer a la calculatrice une valeur approchée de
I'absclsse de M (expliquer la démarche).

3. Déterminer une équation de la tangente J a l¢
courbe €, au point B d'abscisse 0.

4. Compléter la fonction en Python ci-dessous afin
qu'elle permette d’approcher, au dixiéme preés, I'abs-
cisse du point P intersection de latangente J et de ‘Gf.

1 from math import exp
2def intersect():

3 =0
4 ya:]_
5 z=1
6 while y»>=z:
7 X=...
8 y=-1.5%x+1
9 Z=.,.,
10 return ...

Exercice 6. 23 suite

Partie A

On consideére la fonction g définie sur R, par
gx)=e*—x-1.

1. Etudier les variations de g.

2. Déterminer le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

3. Endéduireque, Vx > 0,e* —x > 0.

Partie B

eX—

1
. etu

Soit f la fonction définie sur [0 ;1] par f(x) =
est la suite définie par uy = éet, VneN,u, = flu,).
1. a. Démontrer que f est croissante sur [0; 1].

b. En déduire que six € [0; 1] alors f(x) € [0; 1].

c. A l'aide de la question précédente démontrer que
u; € [0;1].

d. Démontrer de méme que u, et u; appartiennent a
[0;1].

Dans la suite de I'exercice on admet que pour tout entier
n, u, € [0;1].

2. a. Montrerque, Vx € [0;1], f(x) —x = %.
b. En déduire que la suite (u,) est croissante.

3. a. Conjecturer la limite £ de la suite (u,).

b. Proposer une fonction, écrite en Python, qui retourne
I'indice du premier le premier terme de la suite (u,) qui

dépasse £ — 0,001.
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Exercices

Objectif 6. 2

Exercice 6. 24 (95 p 178) dérivée
La fonction f est définie sur R par f(x) == 20xe=015+3,

Exercice 6. 25 (96 p 178) dérivée
La fonction fest définie sur R par f(x) = x + e~*1,

Exercice 6. 26 (97 p 178) dérivée
La fonction fest définie sur R par f(x) =x -2 + e,

Exercice 6. 27 (98 p 178) étude de fonction

Soit f1a fonction définie sur R par f{x) = (1 + 2x)e3~.

On note 6 la courbe représentative de fdans un repére.

1. Etudier les variations de fsur R.

2. Déterminer une équation de la tangente a 6, au point
d'abscisse 0.

3. Etudier la position relative de (Gf par rapport a l'axe des
abscisses.

Exercice 6. 28 (99 p 178) étude de fonction

Soit f1a fonction définie sur [-1; 1] par f(x) = L

et +e’
Justifier le tableau de variation de f donné ci-dessous.

x ‘ -1 0 1
Fix) | + 0

f) | e / v

‘e2+1

o
e +1]|
Exercice 6. 29 (102 p 178) étude de fonction

Soit ffonction définie sur R par f(x) = 2x - 2 + e=2+1,
Déterminer le signe de f(x) sur R.

Exercice 6. 30 (82 p 177) étude de fonction
1. Soit £ et m deux réels tels ¥

que 0 < k < m. Etudier le signe de f
etv—emisur R,

2. On considere les fonctions f, g et
h définies sur R par:

flx)=e%* glx) =¥ et h(x) = e,

On a représenté ci-contre ces trois
fonctions.

Associer a chaque fonction sa courbe représentative.

Exercice 6. 31 (86 p 178) étude de fonction

Soit fa fonction définie sur R par :

fx)=0,5e%173x gt 6,sa courbe représentative.

1. Déterminer le sens de variation de la fonction f.

2. Montrer que pour tous réels x et T, f(x + T) = e%1737f(),

3. On souhaite déterminer le nombre réel T tel que pour tout
réel x, flx + T) = 2f (x).

a. Justifier que £(T) = 2f(0).

b. Recopier et compléter le programme ci-dessous afin que
la fonction T_exp retourne une valeur approchée a 0,01 prés
duréel T.
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1 from math import*

2 def T_exp():

3 T=0

4 y=8.5

$ while ...:

€ T=T+0.01

7 y=0.5%exp(0.173*T)
8 return (...)

c. Quelle valeur est affichée par le programme ?
d. En utilisant ce résultat, construire la courbe‘@fsur [0;16].

Exercice 6. 32 (sujet A p 187) étude de fonction

Soit f et ¢ les fonctions définies sur R par f(x) = e2* et
glx)=2e"-1.

On note (éfet € . les courbes représentatives des fonctions
fet g dans un repére.

1. Démontrer que les courbes ‘Gf et %g ont un point com-
mun d'abscisse 0 et qu'en ce point, elles ont la méme tan-
gente A dont on déterminera une équation.

2. Etude de la position relative de la courbe ‘62 et dela
droite A,

Soit 4 la fonction définie sur R par h(x) = 2e* ~ 2x - 2,

a. On note /'la fonction dérivée de la fonction £ sur R.
Pour tout réel x, calculer A'(x) et étudier son signe.

b. Dresser le tableau de variation de la fonction & sur R.

¢. En déduire que, pour tout réel x, 2e* = 1= 2¢ + 1.

d. Que peut-on en déduire quant a la position relative de la
courbe ‘ég et de ladroite A?

3. Etude de la position relative des courbes €ret .,
a. Pour tout réel x, développer I'expression (e* - 1)2
b. Déterminer la position relative des courbes € et€ o

Exercice 6. 33 (Lelivrescolaire 94 p 176) étude de fonction
Pour tout entier naturel n, on définit la

fonction f, pourtoutréel x de lintervalle [0 ;1] par
UNCIE S LR

On note C, la représentation graphique de la
fonction f dans un repére orthogonal.

1. Démontrer que, 2
pour tout entier

naturel n, la fonc-
tion f, est positive. C e/ e
2. Démontrer que, 1 /
pour tout entier

naturel n, lafonc-

tion f, est crois- 021~

sante sur [0;1]. o o2 1

3. Montrer, par le calcul, que toutes les courbes C, ont
un point commun A dont on précisera les coordonnées.

Exercice 6. 34 (136 p 198) étude de fonction

Pour tout entier k, on note f, la fonction définie sur R par:
Sile) = (x + 1)ek,

On note ‘6, la courbe représentative de la fonction f,.
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1. Vérifier que, pour tout entier k, les points A{-1; 0) et B(0; 1)
appartiennent a la courbe €,.

2. a. Ftudier, suivant les valeurs de x, le signe de I'expression :
x+1)er-1).

b. En déduire, pour & un entier donné, les positions relatives
des courbes €, et ¢, .

3.a. Calculer £,'(x) pour tout réel x et pour tout entier & non nul.
b. En déduire le sens de variation de la fonction £ suivant les
valeurs de k non nulles. On distinguera les cask > 0 et k < 0.
4. Le graphique ci-dessous représente quatre courbes corres-
pondant & quatre valeurs différentes du paramétre k, parmi
les entiers —1, -3, 1 et 2,

Exercices

Identifier les courbes correspondant 4 ces valeurs en justifiant
la réponse.

(@b

Objectif 6. 3

Exercice 6. 35 (104 p 179) suite

Soit (,) la suite définie pour tout entier naturel i par :
ll” - en+1.

Démontrer que la suite (i,) est une suite géométrigue.

Préciser sa raison.

Exercice 6. 36 (106 p 179) suite

Soit fla fonction définie sur R par f(x) = 2e-9%et (i) la

suite définie sur N par u, = f(n). Démontrer que la suite ()
est une suite géométrique. Préciser sa raison.

Exercice 6. 37 (107, 108 p 179) suite
Reprendre I'exercice précédent avec la fonction f définie
sur R par:

a f()=1e¥;
b. f(x) = 100e™**2,

Exercice 6. 38 (Barbazo 49 p 198) suite
On s’intéresse a la chute d'une goutte d'eau qui se
détache d’un nuage sans vitesse initiale.
La vitesse de la goutte durant sa chute peut étre modé-
lisée par la suite (v ) avec:

k
v, = 9,81ﬂ(1 - e’F"),

. k
ou:
+ n désigne le temps écoulé en seconde depuis que la
goutte a quitté le nuage;

« m désigne la masse de la goutte enmg;
» k est la constante de frottement de I'air.
Ondonnek=3,9etm=6mg.
1. Déterminer la vitesse de la goutte 10 s aprés sa chute.
2.0n note (T") la suite donnant la variation de la vitesse
chaque seconde:

an = vn+ 17 vn'
Montrer que (7)) est une suite géométrique décrois-
sante, puls déterminer a la calculatrice au bout de com-
bien de temps cette variation est négligeable (inférieure

30,001 m-s™).

Exercice 6. 39 (Déclic B5 p 207)

Un condensateur de capacité C = 0,002 farad, initiale-
ment chargé a une tenslon E =10 valts, se décharge,
a partir de I'instant f =0, a travers un circuit de résis-
tance R=20000 ohms.

On note « la tension du condensateur en fonction du
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temps ¢ exprimé en seconde.
On admet que pour tout r=0,0na:

~1

u(t)= ExefC
1. Donner une expression de u.
2. a. Quelle est la tenslon au bout de 10 secondes ?
b. Au bout de combien de temps le condensateur sera-
t-il @ moitié déchargé ?
3. a. Etudier le sens de variations de la fonction .
b. Interpréter dans le contexte de I'exercice.

Exercice 6. 40 (110 p 178)

Une entreprise s'appréte a lancer sur le

marché un nouveau jouet. Les ventes espérées 0o 0
ont été modélisées par la fonction fdéfinie sur \
l'intervalle [0; 18] par f(x) = 5xe92, /‘ ; ‘\
ol x représente le nombre de jours écoulés = “ a
depuis le début de la campagne publicitaire et/(x) le nombre
de milliers de jouets vendus le x-iéme jour.

1. Démontrer que f'(x) = (5 — x)e~02,

2. Etudierle signe de £'(x) sur [0; 18] puis dresser le tableau de
variation de la fonction fsur [0 ; 18].

3. Déterminer le nombre de jours au bout duquel le maximum

de ventes par jour est atteint. Préciser la valeur de ce maximum,
arrondie a ['unité.

Exercice 6. 41 (Déclic B4 p 207)

Partie A. Etude graphique

Voici deux courbes 4, et ‘€, qui donnent, pour deux
personnes P, et P, de corpulences différentes, la
concentration C d'alcool dans le sang (taux d'alcoolé-
mie) en fonction du temps r aprés ingestion de la méme
quantité d"alcool. L’instant { = 0 correspond au moment
ol les deux individus ingérent I*alcool.

C est exprimée en gramme par litre (g/L) et ¢ en heure.

C

1 &

3

i B

1. Lafonction C est définie sur [0;+e[ et pour tout réel
120, C’(t) est la vitesse d’apparition de I'alcoal dans
le sang. A quel instant cette vitesse est-elle maximale ?
2, On dit souvent qu'une personne de falble corpulence
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subit plus vite les effets de I'alcool.
Identifier sur le graphique la courbe correspondant a
la persanne la plus corpulente.

Partie B. Un cas particulier

On suppose ici que le taux d'alcool d'une personne, en
fonction du temps en heure, est modélisé par
C(t)=2xe™ pour t&[0;12].

1. Construire le tableau de variations de C sur [0:12].
2. Aquel instant le taux d’alcoolémie de cette personne
est-il maximal ? Quelle est alors sa valeur ?

3. Pour les jeunes conducteurs, le Code de la route
Interdit toute conduite d'un véhicule lorsque le taux
est supérieur ou égal a4 0,2 g/L.

En supposant que la personne est un jeune conducteur,
déterminer au bout de combien de temps aprés avoir
consornmé de I'alcool le taux d’alcoolémie reprend une
valeur conforme a la législation ?

Exercice 6. 42 (112 p 180)

On note y(z) la valeur, en degrés Celsius, de la tem-
pérature d'une réaction chimique a l'instant ¢ (exprimé
en heures). On admet que la fonction qui, a tout réel ¢
appartenant a l'intervalle [0 ; 4+, associe y(z) est définie

1
par y(r) = (20r + 10)e"2".
1. Etudier les variations de la fonction y sur [0; +o<[.
2. Endéduire au bout de combien de temps la température
de cette réaction chimique est maximale.

Exercice 6. 43 (Déclic 118 p 199)
On injecte a un patient un médicament et on
mesure réguliérement, pendant 15 heures, la concen-
tration de ce médicament dans le sang, en gramme
par litre (g/L). On obtient la courbe suivante.
¥
2
1,61
1,24
0,84
0,4+

¢

o 1 X

1. Avec la précision permise par le graphique, indiquer :

a. la concentration & I'instant initial ;

b. I'intervalle de temps pendant lequel la concentra-

tion est supérieure ou égale a 0,4 g/L.

2. On admet que la concentration peut &tre modélisée

par la fonction f définie sur [0;+eo[ par:
FO)=(t+2)xe 0>

ol ¢ représente le nombre d’heures écoulées depuis

I'instant initial et f(t) est la concentration du médi-

cament dans le sang (en g/L).

a. Justifier que pour tout réel t€[0;15],0na:
f'(£)=-0,5¢ x e~ 03

b. En déduire le tableau de variations complet de f.

¢. On estime que le médicament n’est plus actif lorsque

sa concentration est strictement inférleure a 0,1 g/L.

A I'aide de la calculatrice, déterminer pendant com-

blen de temps le médicament est actif, & 0,1 h prés.
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Exercice 6. 44 (Déclic 122 p 199)
On modélise le taux d’équipement des ménages
frangais & I'Internet pour I'année (2003 + x) par la

: 90
fonction f définiesur[0; + rflx)s —————
f [ Dc’I. p(J f( ) 1+1,8e_0'27'l
1001 Taux d’équipement & Internet (%)
804 USSR S
60 B
¥
wl _—
201°F
0l 1234567 891011121314

Nombre d'années écoulées depuis 2003
Source : INSEE

1. Montrer que pour tout réel x=0,0na:
, 43,7‘48_0'27"
' (%) = gy
(1+1,8e7027%)
2. Construire le tableau de variations de f sur [0 ; +e¢[ .
3.5 Selon le modéle, peut-on considérer que 95 %

des ménages frangais disposeront un jour d'Internet
a fa maison ?

Exercice 6. 45 (CQFD 80 p 191)
On étudie la croissance du diamétre (en millimétre)
d'une certaine plante en fonction de la durée t (en jour).
On propose de confronter deux modéles de croissance aux
observations expérimentales.
Légalité t =0 correspond au début de l'expérience.
A.Modéle de Von Bertalanffy (1901-1972)
La croissance est modélisée par :

D,(t)=15-20e-05,
1. Etudier les variations de D, sur [0; 10].
2. Montrer que pour tout réel t,on a:

D,(t)=15-2D/(t).
B. Modéle de Verhulst (1804-1849)
La croissance est modélisée par :

15

P ()= 1 50e 0

1. Etudier les variations de D, sur [0;10].

2. Montrer que pour tout réel t,on a:
, 1
D;(t)= 30, (1)(15-D; (1))

C. Confrontation des modeles aux valeurs expérimentales
1. Tracer |'allure des courbes représentatives de D, et D,
sur [0;10].
On pourra utiliser un logiciel de géométrie dynamique.
2, Les relevés expérimentaux du diamétre D, en mm, en
fonction de la durée t (en jour), sont donnés ci-dessous.
t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
D 15 2 25 4 6 75 95 11 12 13

Quel modéle semble le plus adapté a ces données ?

Exercice 6. 46 (Lelivrescolaire 99 p 178)
Une société agro-alimentaire fabrique des aliments
pour bétail.

La production minimale est de 10 tonnes. On s'intéresse
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au bénéfice réalisé, en milliers d’euros, correspondant
a la production d'une quantité de q dizaines de tonnes
d'aliments.

On admet que ce bénéfice peut &tre modélisé par la
029+

q

fonction B donnée par B(q)=10- €

1. Sur quel intervalle I est définie B ?
2. a. Démontrer que, pour tout réel g1 :

, 1—0,2g e
B(q)= (1020

b. Etudier le signe de B'(q) sur I.

¢. En déduire le tableau de variations de la fonction B
sur I.

3. Quel est le montant en euro du bénéfice maximal que
peut dégager la société ? Pour quelle quantité
d’aliments ce bénéfice maximal est-il obtenu ?

Exercice 6. 47 (CQFD 74 p 191)
A. Etude de fonction

Soit f la fonction définie sur [0 ; 30] par:
f(x)=0,4x+1+e04x+],

1. Montrer que, pour tout x dans [0 ; 30], ona:
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f'(x)=0,4(1-e-04x+1),
2. Résoudre dans [0 ; 30] l'inéquation 1-e-04s+1 >0,

3. En déduire les variations de f sur [0 ; 30].
On donnera |'arrondia 10-2 de f(0) etde f(30).

B. Application économique

Une entreprise fabrique des paquets de cartes a l'effigie de
joueurs de football. On note x le nombre de paquets fabriqués,
en centaine, avec 0 <X x =< 30, et on suppose que le colt de
fabrication est égal, en centaine d'euros, a f(x), ou f est
la fonction définie dans la partie A..

1. Calculer le colt de fabrication de 100 paquets, puis de
2000 paquets, a l'euro prés.

2, On suppose que chaque paquet est vendu 2 €,

a. Soit.x dans [0 ; 30].

Montrer que la différence B(x) entre le chiffre d'affaires et
le coit de fabrication est de la forme : mx+p—e-04++1 ol
m et p sont des réels a préciser.

b. Déterminer les variations de la fonction B ainsi définie sur
[0 30].

¢. Al'aide de la calculatrice, indiquer & partir de combien de
paquets l'entreprise réalise un bénéfice, au paquet preés.



7 Fonctions trigonomeétriques



7 Fonctions trigonométriques 1 Mesurer un angle en radian

1 Mesurer un angle en radian
On se place dans un repére orthonormé (0 ;1,]).

BN +

Définition7.1 ) s
cercle trigonométrique 2

Le cercle C de centre O et de rayon 1, parcouru dans le sens direct (ie : sens inverse des

aiguilles d’une montre) est appelé cercle trigonométrique.

Remarque : - Le périmetre de Cvaut 2mr X 1 = 2m.

- Si M est un point de C, la longueur de I'arc de cercle M est proportionnelle a I'angle IOM en J(0;-1)
degré quiintercepte cet arc. Cette proportionnalité permet de donner la définition suivante.

= B =
Définition 7. 2 J 1 1
radian
Le radian est la mesure de I’angle au centre qui intercepte sur C un arc de longueur 1. O A 3 /
,\

/

Conséquence : 360° = 2mrad; 180° = mrad, 1 rad =~ 57,3°.

Compléter le tableau suivant :

Exemple 7. 1 Radian | 2m W/@ '/T/{ %" ﬁ S?n 7( T 4?” ﬂ/é g fﬁ/,%
Degré¢ |7/ | 90 | 60 | 46 | 180 [ 50| 30 [1fO| Tk 45 |36 | 135

Enroulement de la droite des réels sur le cercle trigonométrique

Soit (d) la tangente a C au point I. On définit sur cette droite un repére d’origine I comme indiqué sur la figure ci-dessous.
42
. i\ (d) 1
Propriété 7. 1 P L 2 My

It
b I
¥ \ 3
A tout nombre réel a on associe, par enroulement de 2

(d) sur C, un unique point M de C appelé image de a \0 / ' o
sur C. ~—" 14 b
+-2
1. Placer sur le cercle trigonométrique les points associés a 0 ; . _Zoms—m; 3
Exemple 7. 2 2 S

2. Placer sur le cercle trigonométrique les points A (g) ; B (%) ; C (%) ;D (—23—") ; E (73—") 3 F (— ”T")

Remarque : - Avec les notations précédentes a est une mesure en radian de I'angle IOM, orienté de I vers M, noté (01 2 OM).
- Le dernier exemple montre que des réels différents peuvent avoir la méme image sur C. La propriété suivante permet de
caractériser ces réels.

N\
Propriété 7. 2 J

Deux réels x et x' ont le méme point image sur C si et seulement si il existe un entier k tel que x = x’ + 2kn. Dans ce
cas on pourra écrire x = x’ (21) pour signifier que x et x’ sont égaux a un certain nombre entier de 2m prés (ie « tours
de cercle » prés).

Remarque : - g et —37" ont pour image J sur C donc on peut écrire% = —37” (2m) mais ¢a ne veut pas dire queg = —3?". En
effet, g = _371: + 21 # — 3?" Les deux nombres sont égaux a 2 prés, c'est a dire a « un tour de cercle prés ».

- Tout point M de C est associé a un nombre réel x (par exemple la longueur de I'arc M parcouru dans le sens direct). Alors,
d’aprés la propriété précédente, tout point M de C, associé a un nombre réel x, est également associé a une infinité de réel
de la forme x + 2km, k dans Z. Ainsi, si x est une mesure, en radian, de I'angle (57 ;W), quelque soit k dans Z, x + 2km
est aussi une mesure en radian de (Ui,o_M’) Par abus de notation on identifie angle et mesures de cet angle en écrivant
(01 ;0M) = x (2m).

- Parmi les mesures de I'angle (—07 ;W) on peut démontrer qu’une seule appartient a l'intervalle |- 7 ; m]. Cette mesure est
appelée mesure principale de I'angle (51’ ,W)

47w 185w 1277 | 17w 2011w

12’ 6 ' 6 ' a4’ 8

Exemple 7.3 l Déterminer la mesure principale de ['angle orienté dont une mesure est :

1



7 Fonctions trigonométriques Cosinus et le sinus d’un nombre réel
2 Cosinus et sinus d’'un nombre réel

Soit C le cercle trigonométrique dans un repére orthonormé (0 ;1,]).

Définition 7. 3 )

oS ein'c Exemple 7.4
Soit x un réel et M le point de C associé a x. L Déter:winer =2 coordon:ées dunpoint
- ’abscisse de M est appelée cosinus de x, noté cos(x). image de —. En déduire cos et sin .
- L’ordonnée de M est appelée sinus de x, noté sin(x). 2. Déterminer cosm et sin.

Lien avec la trigonométrie du triangle rectangle
La définition précédente prolonge celle donnée dans le triangle rectangle pour le cosinus et le sinus d’un angle aigu.
En effet, lorsque 0 < x < g, les coordonnées de M sont toutes deux positives donc cosx > 0 et

sinx > 0. Par suite, la définition précédente permet d’écrire : cosx = OC et sinx = 0S = CM.

D’autre part les égalités du collége permettent d’écrire :
cosCOM =L =2 = pcetsinCOM =L =% = cpm.
oM 1 oM 1

A k4 o = a . AT
Finalement, pour 0 < x < 5/ COSX et sin x sont respectivement le cosinus et le sinus de I'angle COM.

~
Propriété 7.3 J

Pour toutréel x ona:

- —1<cosx<let—1<sinx<1 - cos(—x) = cosx etsin(—x) = —sinx

- cos’x+sin?x=1 - cos(x + 2km) = cosx et sin(x + 2km) = sinx
Remarque : par symétries d’autres propriétés peuvent étre démontrées. Exemple 7.5

L
cos{Z+x)=-sinxy 2, . a_ . cos{2 —x) =siny ; [ .E] _
sin((z'l + 3) =cosx . P ’ sin [(1 = t]]= cosx S 5 telue cos Eg
20 e T\ T X Déterminer la valeur de sin x. _ﬁ N
| X T/

cos{mr — X} = —cosy TTTr >

sin{m —x}=sinx

sin(x — 3m).

) 2. a. Méme question avec x € (=57
I
/E/ |\ b. En déduire sin(—x), sin(x + 6m) et
1
I
I

cos(m+ x}=—cosx COS—X = COS\

sinfr + x}=-sinx sin—yv=—sinx

Valeurs remarquables

Les valeurs de ce tableau (cf D1) permettent de compléter le
premier quadrant de la figure ci-contre. Les autres s’obtiennent
par des propriétés de symétries vues dans la propriété 7. 3.

N 0 T T T T E

6 4 3 2 ;

CoS X 1 ﬁ ﬁ l 0 ‘
2 2 2 73

sinx 0 l E ‘/_§ 1 |

2 2 2 '

Déterminer la valeur exacte de ;

11

Exemple 7. 6 . 8
P cos% + sin (—5?") + smT.




7 Fonctions trigonométriques Fonctions cosinus et sinus

3 Fonctions cosinus et sinus

,_( e =2\
/ D l . . S
Définition 7. 4 J fonction cosinus, fonction sinus 0

La fonction cosinus est la fonction qui, 3 tout nombre réel x, associe cos(x).

La fonction sinus est la fonction qui, & tout nombre réel x, associe sin(x).
. A

AL N\
/—C Propriété 7.4 J parité, périodicité w
La fonction cosinus est paire (ie : domaine de définition D centré en 0 et V x € D, cos(—x) = cos(x))

La fonction sinus est impaire (ie : domaine de définition D centré en O et V x € D, sin(—x) = —sin(x))
Les fonctions cosinus et sinus sont périodiques de période 2m (ie : ¥V x € D, (x + 2m) € D et, f (x + 21) = f(x))

.

Interprétation graphique

La courbe représentative de la fonction cosinus est symétrique par rapport a 'axe (Oy) et invariante par translations de
vecteurs anm, k dans Z.

La courbe représentative de la fonction sinus est symétrique par rapport a I'origine du repére et invariante par translations

de vecteurs 2k7rm, k dans Z.

La courbe représentative Cy de la fonction f définie sur R par f(x) = 1 + 2 cosx est

tracée ci-contre sur I'intervalle [0 ; ] dans un repére orthonormé.

Exemple 7.7
g 1. Etudier la parité de f puis compléter le tracer de Cy sur [—m; 0].

2. Etudier la périodicité de f puis compléter le tracer de Cy sur [ ; 3r].

Etude et courbes représentatives des fonctions cosinus et sinus

Les fonctions cosinus et sinus sont 2r-périodiques donc on peut restreindre leur étude a un intervalle de longueur 2m et
compléter sur R par translations de vecteurs 2kmOl, k dans Z. Pour utiliser la parité prenons un intervalle centré en 0 :
[-7;m].

La fonction cosinus (resp sinus) est paire (resp impaire) donc I'étude sur [—m; 7] peut &tre restreinte a [0 ;] puis
complétée sur [—1 ; 0] par symétrie d’axe (0y) (resp de centre O).

~
riété 7. J : , : z
/—< propriste .5 variations des fonction cosinus et sin usx
Fonction cosinus Fonction sinus
s
x |0 T x |0 ) b
ol )
cos(x sin(x "
-1 0 0

: Vv
1 Translationde

Jres Translation de 1
F 7 vecteur 21 /\\ y . . M vectenr Qf\ ‘
Vi A ! X \ J
-3x_gx -2n 3% -x f lo \x / 2 Yn Tn -3 57 -2n -% /° 4 \/J 3 7 N
i) A\ ; y , ¥, e D 7 ; \ . / y : : kY 2

- o A

Remarque : les courbes représentatives des fonctions cosinus et sinus sont appelées sinusoides.

Démontrer que la fonction f définie dans I'exemple précédent est décroissante sur [0 ; i].
Exemple 7. 8 i f - ! ]

En utilisant la parité et la périodicité de f dresser le tableau de variations de la fonction sur [—37; m].



7 Fonctions trigonométriques Démonstrations

D1 - Valeurs remarquables du cosinus et du sinus

a 3 . r'd L I3 . - » n
1. En considérant les points | et J du cercle trigonométrique 6, déterminer le cosinus et le sinus de 0 et de —.
2. Dans le premier quadrant du repére, I'arc de cercle de centre J et de rayon 1 coupe le cercle ‘€ en M.
a. Justifier que (a'l,a\ﬁ):% [2n].
b. On note H et K les projetés orthogonaux de M respectivement sur l'axe des abscisses et sur l'axe des
NE)
T

ordonnées. Démontrer que OK =-;- et OH=—
) T .

c. En déduire les valeurs exactes de cos(g) et sm(-g).

3. a. Décrire une construction géométrique du point N du cercle trigonométrique défini par (6], a\l') =§ [2r].

b. Justifier que cos(%): sin(g-) et sin(%):cos(g). En déduire les valeurs exactes de cos(g) et sin(z_;—].
. . T NE:
4. Déterminer les valeurs exactes de cos(z) et sm(:‘-).

CORRIGE
1. 1(1; 0) correspond & une mesure d'angle nulle, donc on a, par définition, cos(0)=1 et sin(0)=0.

De méme, J(0; 1) correspond & un angle de mesure 1;, donc cos(g) =0 et sin(%): 1.
2. a. Par construction, on a 0J=0M =JM=1. Le triangle OMJ est donc équilatéral.’ 4

Donc MOJ=60°= g rad.

Finalement, iOM=10J-M0)=2-Z=Z rad. Donc (OI, 6!\-/'I)=E [2r].
2 3 6 6

b. (MK) est un axe de symétrie du triangle équilatéral OMJ. Donc OK=0,5 0J=0,5. 5 22
En appliquant le théoréme de Pythagore dans le triangle OMK rectangle en K,

2
on a OM?2 =0K2+KM?, Donc KM2=0M2—0K2=1—(%) ..1_%,,% Donc KM= i ==,

¢. Les coordonnées M sont 3/—-?:- b l . Donc cos(’t)—;/-i et snn(n)—l.
2 2 6 2 6/ 2

3, a. Dans le premier quadrant du repére, on trace un arc de cercle de centre | et de rayon 1.
Il coupe le cercle trigonométrique en N.

Le triangle OIN ainsi construit étant équilatéral, on a (6],6—N‘)=§ [2=].

b. Dans la symétrie par rapport 4 la droite d‘équation y=x, le pointO est
invariant, et les points | et J sont symétriques. Donc les arcs de cercle construits
dans les questions 2. et 3. a. sont aussi symétriques, ainsi que M et N. Donc:

cos(n) =sm(n)-l et sin(£)=v =x =cos(£)=£ -
=IN=Im 6)73 3 )" INT M 5 7 55

4. Soit P l'intersection de la droite d’équation y=x et du cercle trigonométrique dans le premier quadrant.
Les angles |OP et POJ étant symétriques par rapport a cette droite, ils ont la méme mesure.

Comme, de plus, leur somme vaut I0)= g, on en déduit : (6I, 6[5) =%x§ [211:]:% [2n].

Le point P appartient au cercle trigonométrique, donc : x,2 + yor=1
Comme, de plus, P appartient a la droite d'équation y=x, ona: y, =x,.

On en déduit donc que x,2+y,2 =1, doul 2x,2 =1, dou x; =%
Or:x,>0;donc: x,= J— J— =‘/_ (2) xp=g et sin(%)zyp-—-xp-—-izi—.
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Démonstration 1 : Conversion degré/radian

On se place dans la situation du cours, ol 'abscisse x du
point N sur 'axe (1;T) est positive.

1. Justifier brievement qu'un angle de 0° correspond
aOrad.

2. On enroule le demi-axe [I; T) d'un tour complet sur
le cercle € (dans le sens positif).

a. Calculer le périmétre du cercle €.

b. Donner I'angle en degré et en radian réalisé pour cet
enroulement.

3. Remarquons que, pour x dans [0 ; 2n], I'abscisse x de
N est égale & la longueur de I'arc de cercle IM.

On admet que la longueur de l'arc IM est proportion-
nelle a la mesure en degré de I'angle au centre [OM.

a. Déterminer le coefficient de proportionnalité per-
mettant la conversion de degré en radian, et récipro-
quement, celui permettant la conversion de radian en
degré,

b. Justifier alots I'ensemble des valeurs du tableau du
cours.

Démonstration 2 ; Unicité de la mesure
principale

On considére un point M du cercle trigonométrique @,
On admet quiil existe une valeur 6' de l'intervalle ] ; 7]
qui est une mesure en radian associée au point M, et on
souhaite démontrer que cette valeur est unique.

On suppose que 0] et 8, sont deux mesures en radian
appartenanta l'intervalle ]-r ; ] associées au point M:
il existe donc un entier relatif & tel que @), =0, + 2kn.

1. A quel intervalle appartient 0;-0,?

2. En déduire la valeur de k et conclure.

Démonstration 3 : Relation fondamentale de la
trigonométrie et propriété d’encadrement

1. Démontrer qu'un point M(x,, ; v, ) est sur le cercle
trigonométrique si et seulement si x,2 + y,2 =1.

2. On considére un point M sur le cercle trigonométrique,
associé a une mesure x en radian.

Justifier que cos?(x)+sin? (x)=1, puis en déduire que:
—1=cos(x)=<1et ~1<sin(x)<1.

Démonstrations

Démonstration 4 : Translation horizontale

d’une courbe PR
Soit f une fonction définie sur un ensembile de réels %
et k un réel,

On considére la fonction g définie pour tout x tel que
x+keBpar g(x)=f(x+k). OnappelleF et G les points
appartenant aux courbes représentatives des fonctions f
et g respectivement, et d'abscisses respectives x+k etx.

1. Calculer les coordonnées du vecteur FG et vérifier
qu'elles ne dépendent que de k.

2, Quelle transformation du plan permet d'obtenir la
représentation graphique de g a partir de celle de f ?
Préciser les éléments de cette transformation.

Démonstration 4 : Invariance de la courbe
d’une fonction périodique

Soit f une fonction définie sur un ensemble de réels
etT un réel. On suppose que f est T-périodique.

Soit un réel x de %. On considére le point M(x ; £(x))
appartenant a la courbe représentative de f.

1. Démontrer que le point M’ défini par MM’ = —k/
appartient également a la courbe représentative de f.
2. Quelle est Iimage de la courbe représentative de £ par

la translation de vecteur —ki ?

Démonstration 5 : Propriétés fonctionnelles de

sinus et de cosinus

On considére un point M du cercle trigonométrique cor-
respondant & une mesure x en radian.

1. Justifier que :

cos(x+2m)=cos(x) et sin(x+2n)=sin(x).
2. On considére le symétrique M, du point M par rapport
a l'axe des abscisses (OI).
a. Déterminer, en fonction de x, une mesure en radian
associée a M,.
b. En raisonnant sur les coordonnées des points M et M,
du cercle trigonométrique, exprimer cos(—x) et sin(—x)
en fonction de cos(x) ou de sin(x).



7 Fonctions trigonométriques Activités

Activité 1 : visualiser 'enroulement de la droite numérique sur le cercle trigonométrique (p 102)
Sur la figure ci-contre se trouvent un repére
(01, ), les points (1 ;0) et J(0; 1), le cercle

b rdos Enroulement autour du cercle trigonométrique

@ de centre O et de rayon 1, une droite 12 @“&?t”;:?;x:;n 75 \ »
graduée 9 perpendiculaire a (Ol) en letun ®  EodsiDétouler

N

point K placé sur la graduation 1 de cette
droite. On « enroule » alors la droite @ sur le

@ Fin / Y
cercle %. La demi-droite [IK) s’enroule dans ¢ Changer de sens @ . 3 -
le sens contraire des aiguilles d’'une montre, |@ ©  Viesse: 4 K _/

Début

qu’on appelle sens direct ; 'autre demi- D Aficheries points
droite dans le sens horaire habituel, qu'on Dsjd sorouige: 0.4 A
appelle sens indirect. s e e |
v &
@ Quel est le périmétre du cerdle 6 ? - =

En déduire la longueur de l'arc 1) de ce cercle.

9 Un point N est placé sur la graduation —’21 de cette droite. En imaginant l'enroulement de cette

droite 9 sur le cercle G, sur quel point M du cercle le point N vient-il se placer ? Justifier la réponse,
puis la vérifier a I'aide de l'affichage obtenu dans I'animation.

9 a.Reprendre la question 2, lorsque le point N est placé sur la graduation —% de la droite .
On appelle M’ le point obtenu sur le cercle.

b. Quelle symétrie axiale permet de passer du point M au point M?

o Donner deux autres nombres réels dont le point image se confond avec le point M du cercle
obtenu 3 la question 2. Trouver un lien entre tous ces nombres.

9 Reprendre les questions 2 et 4, lorsque le point N est placé sur la graduation 3“} de @.

Activité 2 : découvrir le cosinus et le sinus d’angles remarquables (p 102)

On a représenté une partie du cercle 6 rdos Valeurs trigonomtriques de référence
trigonométrique €. Le point M est le point )
image d'un réel a par enroulement de la ' T cosBrm L
droite numérique et o est la mesure, en P
degrés, de I'angle IOM .
o Dans cette question, on suppose que le - - - - — dp
réel a est égal 3 »g-
a. Tracer la figure.
b. Quelle est la mesure, en degrés, de 2 ::"":’er 'le ColpE

} ontrer le sinus
Iangle ot ? ¥, SD——
¢. Quelle est la nature du triangle IOM ? = ‘ —

d. Que représente le point H pour le segment [Ol] ? Que vaut alors la longueur OH ?
e. En déduire la valeur de cos(60°).

f. En utilisant le théoréme de Pythagore dans le triangle OHM, déterminer MH. En déduire la valeur
de sin(60°).

0 A l'aide de I'animation, visualiser les valeurs des cosinus et sinus de L 2% . AT o %75

3'3°'°3
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Activité 3 : découvrir des propriétés du cosinus et du sinus
Dans un repére orthonormé (0 ;1,]) on note C le cercle
trigonométrique.

Pour tout réel x on note M le point associé a x sur C.
L'abscisse de M est le cosinus de x.

L'ordonnée de M est le sinus de x.

Les coordonnées de M sont donc (cos x ; sin x).

1. A quelintervalle appartient I'abscisse de M ? Et 'ordonnée ?

2. Quelles sont les coordonnées du point M’, point image du réel - x ?
On proposera deux écritures différentes.

3. En partant du point M associé & x on effectue un tour complet du cercle trigonométrique dans le
sens direct.

. Sur quel point du cercle arrive-t-on ?

. Justifier que le nombre x + 27 est associé a ce point.

Comparer alors cos x et cos(x + 27) ainsi que sin x et sin(x + 27).

Soit M"' le point image du réel x — 7.

. Quelles sont les coordonnées du point M’ ?

. Par quelle transformation géométrique passe-t-on de M a M’ ?

. En déduire I'expression des coordonnées de M" en fonction de celles de M.
. Mémes questions avec le point M'"" image du réel x + 7.

Vo oTO RO T O

10
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Exercices

1 Mesurer un angle en radian

Exercice 7. 1 (33 p 202)
Compléter le tableau ci-dessous.

. Mesure en degrés 75° | 120°
i 5 an o1
Mesure en radians 6 7 4
Exercice 7. 2 (36 p 202)
1. Donner la mesure en radians de chacun des angles
suivants.
a.50° b. 100° . 150° d. 240°

2. Convertir en degrés les mesures suivantes, données en
radians.
.4_7[. b 171 ¢.3

23m
5 ) d; 18

d.

Exercice 7. 3 (20-22 p 202)
Tracer le cercle trigonométrique puis placer les points
images réels proposés par enroulement.

1.af b —47" 3 53" d. T"
2.a. % b. §41E- c —2275 d. _94_TE
3.a. % b. % o _ZEE d'_BTn
Exercice 7. 4

Déterminer la mesure principale des angles dont une
mesure en radian est :

23w -50m 19891
1. 3 2. 3 3. —
-171 N 121
q, ; . — 6. 31m.
4 15

Exercice 7. 5 (Hatier 53 p 202)

a. Dans le plan muni d'un repére orthonormé

(0, 1, )), tracer le cercle € de centre O et de rayon 5 cm,
puis placer un point M sur 6.

b. N est un point de 6 tel que |'arc MN mesure 20 cm.
puis placer le point N.

¢. Placer le point P de % tel que P est le symétrique de
N par rapport & O. En déduire la longueur de I'arc MP
arrondie au dixi@me de cm.

Exercice 7. 6
Ecrire un algorithme demandant en entrée une mesure 0

d’un angle orienté et permettant de donner la mesure

principale de cet angle et le réel k tel que 8 — 2k soit |a
mesure principale de I'angle.

Exercice 7. 7 (24 p 202)
Dans chacun des cas, dire si les points images par enrou-
lement des deux réels proposés sont confondus ou non.

n n =57 o4 3210
a et 4 b. 3 et 5

2n . 267 171 ¢ I

2n o 26m d %o &
SN 3 93

421 T
L == et = f.let1-2
“ 0 % g
Exercice 7. 8 (26 — 28 p 202) o |
On considére les points M, N /‘/ { \\ M
et T du cercle trigonométri-  / N
que partagé en 20 arcs de [ ’ \l
méme mesure ci-contre. |'\ 0 /
Indiquer si I'affirmation pro- \. ,/
posée est juste ou fausse. \=\‘\| /<
Justifier. T

1. Mestle pointimage par enroulement des nombres réels
de la forme % +2kn kEZ.

2. Testlepointimage du réel g;_n .
3. Nestle pointimage du réel — 213(;t ,

Exercice 7. 9 (29 — 31 p 202)

On considére le cercle
trigonométrique ci-contre,
partagé en quatre arcs de

méme mesure. -1
Pour chaque exercice, dire sur \
quel arc de cercle se trouvent \
les points images par enroulle- 3)
ment des réels donnés, *
r b 57 19
R =25 =22
1.2 g 10
n 7n 17n
2, a - b Z= . —£5
12 9 7
3. a.l b.3 .5

Exercice 7. 10 (32 p 202)
Donner tous les réels de I'intervalle ]-4r ; 4xt] qui ont
pour image par enroulement le méme point du cercle trigo-

nométrique que le réel 5?” .

2 Cosinus et sinus d’un nombre réel

Exercice 7. 11 (45 p 203)
Parmi les cing réels suivants, quatre ontle méme cosinus.
Quel est l'intrus ?

| fom 2@ |
| 5 5 ¥

w3

_Sﬂ‘ ’1411:

11

Exercice 7. 12 (46 p 203)
Parmi les cinq réels suivants, quatre ont le méme sinus.
Quel est l'intrus ?

13n 13n
7

~ 3
|
foo}
A
N
(=3
=
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Exercice 7. 13 (Déclic 64 p 225)
1. Déterminer le signe des nombres suivants.

a cosE et sinE b. cos-§E et smEE
’ 5 5 8 8
13n 13n -n

C. COS—— 2 et sin— 12 d. cos7 etsm7

2. Vérifier a la calculatrice réglée en mode radian.

Exercice 7. 14 (71 p 205)

2n

1. Convertir == radians en degrés.

2. Dessiner le cercle trigonométrique puis placer les points

images par enroulement des réels : 2?“ %, GT“ et S?n
3. Calculer alors sans calculatrice 'expression :
2r 4n 6w\ | .; 871:)
= +sin(=2 ],
A= sm( 5 )+ sm( z )+sun( 5 ) sm( G
Exercice 7. 15
1. Calculer sin a sachant que —g <a<0etcosa=0,6.

2, Soitx € [E -3—”] tel que cos x = 0,8. Déterminer sin x.

3. Soitx € 5—" E] tel que cosx = —0,9. Déterminer

sinx.

Exercice 7. 16 (49 p 203)

A partir de 'encadrement connu de sin (1) et de cos (x),
déterminer un encadrement des nombres suivants.
a.A=3sin(x)

b. B=cos (x) +sin (x)

<. C=5in (x) ~4cos (x)

Exercice 7. 17
Soit n un entier relatif. Donner le cosinus et le sinus des
réels: 2nm; 2n+ 3)m; nm; —g + (2n - 5)m.

Exercice 7. 18

Simplifier les expressions suivantes :

A = (cosa + sina)? + (cosa —sina)?;
B=(1+cosa+sina)?—2(1+cosa)(1+sina);
C =cos*a—sin*a+2sina;

1
D=———tan’a—1.
cos“a
Exercice 7. 19 (64 — 66 p 204)
Calculer le cosinus et le sinus de chacun des réels suivants
en se ramenant a des valeurs remarquables.

a I b. 122 -
1313 451r 137r6
d- 7T e. 1—57 f. 2.?19
T T T
L o S
Exercice 7. 20 (70 p 204)

1. Galculer la valeur exacte des réels A et B.

= n
A= cos(0)+cos(6)+cos(4)+cos(3)+cos(2)

e (T -y AT T
B =sin(0) + snn(6)+ sm(4)+ 5|n(3)+sm(2)
2.Comparer A et B. Expliquer le résultat en plagant les

points associés aux réels 0, %, IR gt % sur le cercle

trigonométrique. 4

12
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Exercice 7. 21 (78 p 205)
Sur le cercle trigonométrique, placer les points A et B

images par enroulement des réels - y et Sf

1. Donner les coordonnées de A et B.

2, Par quelle transformation géométrique simple passe-t-on
deAaB?

3. Plus généralement, si M est le point associé au réel x, ol se
trouve le point N associé & x+m?

4. Recopier et compléter les propriétés :

« Pour tout réel x, coS(X+ ) =1 vervenraneans

«Pour tout réel x, sin(x+ ) = vvruvrnrenenes »
Exercice 7. 22 (79 p 205)

Sur le cercle trigonométrique, placer les points A et B

images par enroulement des réels & s et 5671:

1. Donner les coordonnées de A et B.

2. Par quelle transformation géométrique simple passe-t-on
deAaB?

3. Plus généralement, si M est le point associé au réel x, ol se
trouve le point N associé an -x?

4. Recopier et compléter les propriétés :

« Pour tout réel x, COS (T ~ %) = caevinsrraraenn ®

« Pour tout réel x, Sin (T ~xX)= cvvirnserarane »

Exercice 7. 23 (59 p 204)
1. Rappeler les valeurs remarquables de cos(l;-) et

sin(%) .

2.En remarquant que <% 21 _ 5 T calculer les valeurs de

3 3
tion géométrique.

cos(zn) et sm(zn) enjustifiant a 'aide d'une transforma-

3.En remarquant que 4% .+ L donner les valeurs de
q

cos(43n) et sm(43n) en justifiant a I'aide d'une transforma-

tion géométrique.

Exercice 7. 24
Exprimer en fonction de cos x ou sin x les réels :

A = cos (77"— x) + sin (—g— x) —cos(20071 — x) ;

B = sin( g) + cos(—x — 1) — cos (x +37") +sin(x —m) ;
C= cos(——x)+4sin (—x—g)—Ssin(n+x);

D =sin (x + g) — 2 cos(—x — m) + 5sin(—x).

Exercice 7. 25

On donne sin (1) Skl

4

Calculer la valeur exacte de cos( ) En déduire les valeurs
1im
exactes de cos (—-) ; cos( ) cos ( )
12 12

12

Exercice 7. 26
Résoudre I'équation :

1. cosx——ﬁdans — 57r]

2. cos (x _E) = ——‘/Z:dans [—2m;3m];
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3. 2sin? 3x + 3 cos3x = 0 dans [—-37!;5—2"-].

Exercice 7. 27 (105 p 214)
On se propose de résoudre I'équation cos (x) +sin (x) =1 dans
l'intervalle [0; 2n[.

1. Montrer que, pour tout réel x,
(cos(x) + sin(x) +1)° = 201+ cos(x))(1 + sin(x)).

2. En déduire les solutions de I'éguation proposée.

Exercice 7. 28

1. Résoudre I'inéquation cosx < —Z‘Edans [-m;5m].

2. Résoudre I'inéquation cos (2x = ;—E) > ‘/Z—E dans [0 ; 2m].

3. a. Factoriser le trinéme —4x? + (2v3 — 2)x + /3.

b. Etudier le signe de 2cosx + 1 et de —2cosx ++/3 sur
[0;2n].

¢. Endéduire le signe de —4 cos? x + (2v3 — 2) cosx + /3.

Exercice 7. 29

1. Résoudre I'équation 4 sin? (Zx + g) —2=0dansRet
dans |- ; 7].

2. Résoudre I'équation sin x = 2 sin® x dans [0 ; 47].

3. Résoudre I'inéquation —1 < sin (Zx + g) < O dans
[-2m; =].

Exercice 7. 30
Résoudre dans [0 ; 2] les équations :

a. cos(t) = sin(2t);
N T
b. sin(2x) = cos (x - 5) 2
. b4 . 2r
¢. sin (3x + 5) = sin (? = x).
Exercice 7. 31
Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (0 ;7,]).
Partie A
Soit M un point du distinct de O.
On pose OM = r et (1;0M) = 6 (2m).
Soit N le point d’intersection du cercle de centre O et de
rayon 1 et de la demi-droite [OM).
N vérifie donc I'égalité vectorielle (E) : OM =rON.
1. Justifier que (?;W) =0 (2n) . En déduire les
coordonnées de N en fonction de 6.
2. Déduire de (E) et de la question précédente que M a
pour coordonnées (r cos 6 ; r sin @).
Partie B
Soit C le cercle de centre O et de rayon 2, A le point de
coordonnées (2;0) et B le point de C tel que

Exercices

?,O—B') = %“. On note I le milieu du segment [AB].

1. Démontrer que I a pour coordonnées (# ,g)

2. a. Démontrer que I est un point du cercle de centre O

et de rayon v'2 — /2.

b. Quelle est la mesure principale de (7, m) ?
¢. En déduire que I a également pour coordonnées

(«./2 - \/fcos%" V2 =42 sin%"),
3. Déduire des questions précédentes les valeurs exactes

3t ., 31 11z . 11m T . T
de cos—, sin—, cos—, sin—, C0S — —, sin——,
8 8 8 8 8 8

Exercice 7. 32 (Déclic 95 p 228)

Cosinus et sinus de I'angle moitié
Le plan étant muni d’un repére orthonormé (0;I;J),
on note G le cercle trigonométrique.

Partie A. Etablissement de formules
Soit un réel xe[0;x].

On note M le point du cercle
‘¢ associé a x, et H le pied de
la hauteur issue de O dans le
triangle OIM.

1. a. Rappeler les coordon-
nées des points / et M.

b. En déduire la distance IM
en fonction de x.

2. Démontrer que MH = sin%.

o ' x .
3. Endéduire |'expression de sin—z— enfonction de cosx.

4. Démontrer que cos-g-z "1_+%9~§_)_c“'

Partie B. Cas général

x X
Expliguer comment on peut calculer cos 3 etsin 3 a

partir des formules précédentes dans le cas ou x est
un réel quelconque, pas forcément dans I'intervalle
[0:x].

Partie C. Applications numériques
1. Justifier les résultats obtenus  fIss(pi/8)

par le logiciel Xcas ci-contre. J ez
2. En déduire les valeurs -7

exactes des cosinus etsinusde : [psin(pi/8)
7n 9n S5t 3n
3888

3. Vérifier a la calculatrice.

Neweel

3 Fonctions cosinus et sinus

Exercice 7. 33 (Barbazo 32 p 102)

Chacune des courbes tracées ci-dessous est la
représentation graphique d’'une fonction,

« Dans chaque cas, conjecturer la périodicité et la parité
des fonctions.

y

WA AN ATANANWA
Nbi Nl NI Nebe N Ny
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Exercice 7. 34 (17 p 201)
festlafonction définie sur R par f(x) = 2 sin (x). € est sa

courbe représentative dans un repére orthogonal.
1. a. Exprimer f(—x) en fonction de f(x).

b. Que peut-on dire de la fonction f7

2. Comment peut-on tracer la partie de’(o
de la partie de 6, sur [0; 7] ?

3. a. Exprimer f{ t+ 2m) en fonction de f(x)
b. Que peut-on dire de la fonction f°?

4. Comment peut-on tracer la partie de 6, sur [; 37] a partir
de la partie de ‘6, sur[-m;m?

sur [-m; 0] & partir

Exercice 7. 35 (80 p 205)
Soit fla fonction définie t
sur R par f(x) =3 cos (x). On T
a tracé ci-contre sa repré- +\
sentation graphique €, sur 4 \
l'intervalle [0; 7).

1. Reproduire la courbe. % 1\
2, Calculer f(-x) et en déduire
une propriété graphique de
‘€. Compléter alors €, sur T ~
[~r; 0l
3. Calculer f{x+2mn) et en déduire une propriété graphique de
6. Compléter alors 6 sur [r; 37].

Exercice 7. 36 (82 p 205)
1. Tracer la représentation graphique de la fonction sinus
sur l'intervalle [~ ; m], puis déterminer les antécédents a et b

de g dans cetintervalle.

2. On considere le cercle trigopnométrique 6.

Placer alors les deux points images des réels @ et & par
enroulement de la droite numérique autour du cercle
trigonométrique.

Que remarque-t-on ? Peut-on généraliser ?

3. Procéder de méme pour la résolution de I'équation

14
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V3

cos{x) = . Que peut-on en déduire ?

Exercice 7. 37 (83 p 205)
Associer chacune des quatre fonctions suivantes a une
des courbes représentatives proposées :
a. f(x)u1+sin(r)
b.gl)= 5 ! (cos(x)+1)
¢. h{x)=-sin(x)
d. k(x)=cos(x) -1

o N p
4 N d
N

Exercice 7. 38 (87 p 206)
1. Donner un encadrement de cos (x) pour tout réel x.
3+ 2cos(x)

2. Soit f la fonction définie sur R par f(x) = z

a. Montrer que f(x) est strictement positif sur R,

b. Résoudre I'équation f(x) =1 pour x dans l'intervalle [0; 2x[.
(On pourra s'aider d'un cercle trigonométrique.)

¢. En déduire les solutions de cette équation dans R.

3. Montrer qu'il existe un unique réel de l'intervalle [0 ; ] tel
que f(x)= 4 .Le déterminer.

4,a. Montrer que la fonction f est périodique de période 2.
Comment cela se traduit-il sur la représentation graphique
def?

b. Etudier la parité de f. Quelle conséquence géométrique
peut-on en déduire sur la courbe représentative def?

5. A V'aide de la calculatrice et des résultats des questions
précédentes, tracer Ja courbe représentative de fsur l'intervalle
[-27; 2m].

Exercice 7. 39 (sujet B p 213)

Soit fla fonction définie sur R par f(x) = sinz(%) ;

On note €, la représentation graphique de f dans le plan
rapporté a un repére orthonormé (0 ; ¢, J).

1. a. Montrer que la fonction fest paire.

b. Que peut-on en déduire pour sa représentation gra-
phique ?

2. Montrer que la fonction fest périodique de période 2r.

3. Expliquer comment on peut obtenir la représentation gra-
phique de f'sur [rt; 3x] et sur [-3x; 37] & partir de la repré-
sentation graphique de fsur [-1t; ],

4. Représenter ‘G, sur [-3m; 3n] a l'aide d'une calculatrice ,
5. Résoudre graphlquement I'équation f(x)= 1 dans lin~
tervalle [-3n; 37].

6. a. Montrer qu'il existe deux réels de l'intervalle [—lzt— : 125]
tels que sin(x) =1.

Donner ces réels.
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b. En déduire les solutions de I'équation f(x)= 1 pour x appar- 51t ) 5t 111
i—é‘], puls sur[?;?].

tenanta [-m;m). 5. Tracer<€f sur lintervalle [—

o2

¢. En utilisant la question 3., en déduire les solutions de

I'équation f(x) =1 sur l'intervalle [-3r; 3t]. Exercice 7. 41

Un projectile est lancé sous un
angle de # radians a une vites-

5w

Soit fla fonction définie sur [—E —} par: sedevm.s 1, avecf <@ < g

fix) = 5cos(2x + %) .

Exercice 7. 40 (sujet D p 213)

Si la résistance de l'air est
ignorée, la distance R, en

On note 6, la représentation graphique de f dans le plan metres,  quil  parcourt,

rapporté a un repere orthonormé (O ;, j 9 indiquée ci-contre, est donnée

1. La fonction fest-elle paire ? impaire ? par R(8) = Esin (29 - g)

2. Démontrer que la fonction f est périodique de période 1. Onprendv = 10 m.s™.

21 a. Dresser le tableau de variations de la fonction f : 6 €
3. Soit M le point de coordonnées (x; f{x)), x appartenant E g] - 20 — %

i [ 6’ 56TE:| Quelle transformation géométrique permet b. En déduire les variations de la fonction R sur [Z g]
de passer du point M de 6 au point M'd'abscisse x+m de ¢. Déterminer l'inclinaison 8 pour laquelle R(8) est
(e’f? maximale.

4. Dresser un tableau de valeurs de f(x) avec un pas de © 2. lavitesse initiale v influence-t-elle la valeur de 8 pour
6 laquelle R(0) est maximale ?

pour x élément de lintervalle [-E iﬁ&]

Al Approximation de 1 par la méthode d’Archiméde (p200)

Archiméde, en 250 avant J.-C., détermine une valeur approchée de m en construisant
des polygones réguliers inscrits et circonscrits dans un cercle de rayon 1. |l obtient

un encadrement de m avec les demi-périmétres de ces polygones puisque le périmétre
de ce cercle est 21t. Ces polygones réguliers ont tous leurs cotés égaux et les angles AOB
BOC COD ...sont aussi égaux.

Archiméde commence par construire un hexagone régulier inscrit (en bleu) et un
hexagone régulier circonscrit (en rouge), puis les polygones suivants sont obtenus
en doublant le nombre de c6tés, Archiméde continue alors jusqu’a 96 cotés.

On s'intéresse ici au polygone inscrit, coloré en bleu sur la figure ci-contre.

() 'hexagone régulier (6 cotés)

a. Déterminer la nature du triangle OAB, puis la longueur du segment [AB].

b. En considérant I'hexagone, déterminer p,, premiére valeur approchée de 7.

) Passage d'un hexagone inscrit a un polygone inscrit ayant 12 cotés

Sur la figure ci-contre, [AB] est un c6té de I'hexagone inscrit dans la question 1,

de demi-périmétre p,, et [A)] et [JB] sont des cotés du polygone inscrit a 12 cotés,
Onpose AB=c, etAl=c,,

a. Rappeler la valeur de c,. Calculer la longueur Ol en fonction de ¢, a I'aide du
théoréme de Pythagore.

b. En déduire la longueur IJ, puis la longueur AJ en fonction de c;.

¢. En déduire la valeur de p,, seconde approximation de 7t par cette méthode.

€3 Généralisation : calcul d'une valeur approchée de it par défaut

Soit ¢, la mesure d’un c6té du polygone inscrit a 3 x 271 cotés.

Le calcul fait pour le passage de 6 a 12 cotés se généralise et on obtient la formule

2
g3 G2
suivante: ¢,y = J%+[1— 1—%] ;

a. Programmer une fonction Python retournant p,, valeur approchée de 1t par défaut
obtenue pour un polygone a 3 x 2" cotés.

b. A l'aide de cette fonction, déterminer la valeur approchée de 1t par défaut obtenue par
Archimede avec 96 cotés.

15
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1 Produit scalaire

u et v est le nombre réel noté u - v

vdiile . - v

4 = 4 = - v %
sii=0ouv=0alorsu-%=0; //
T Ot 3 ) et

sinon i * ¥ = |||l X |[Z]| X cos & ou 8 est une mesure de I'angle géométrique BAC. Ae
Autrement dit, AB - AC = AB X AC X cos BAC. P

11
U

Remarque
[t =00u® =0]= U+ ¥ =0 mais la réciproque est fausse.
Par exemple dans un triangle ABC rectangle en A : AB - AC = AB x AC X cosg = 0 avec AB et AC non nuls.

Conséquences
- Sit et ¥ sont deux vecteurs colinéaires et de méme sens, cos BAC = cos 0 = 1 doncii - % = |[u]| x ||7]|.
Si U et ¥ sont colinéaires et de sens contraire, cos BAC = cosm = —1 donc e+ % = —||id]| x ||¥]|.

- - = ||ul|?. Ce produit scalaire est appelé carré scalaire de %, noté %2, et on a donc ||#|| = Vi - 1.

< Propriété 8. 1 )

ient trois points 4, B, C (A et B distincts) et H le projeté orthogonal de C sur (AB). Alors 2
?-A5=:43-;41-7={ AB X AH siA{?etI_‘leontdemémesens
—AB X AH si AB et AC sont de sens contraire

considere le triangle EFG dans lequel on note H le pied de la hauteur
ple 8.2 lede F.Onsupposeque EF =5, EH =3etHG = 7.
culer EF - EG, GE - GH, HF - HE.

C e ) symétrie et bllmearjzte du produit sc ient deux vecteurs 4 et ¥ tels que :
_b// W(L ;me:\t i v_.etyv trois vecteurs et A un nombre réel. H=5;¢l=6;d v=15.
i, d-v=9-u

Déterminer ¥ - il.
Calculer (it — )2,
Calculer (2 — 39) - (¥ — 2u).

Mivelrte. i & G+W) =d- P+
t,r ‘ jii. (AQ)-v=24X @ D)
&/\44‘{/4 A% on dit que le produit scalaire est symétrique (/) et bilinéaire (ii et ii).
oM Jay

csmule)
M /M j‘////

C ) produit scalaire dans une base orthonormée
Dans le plan muni d'un repére orthonormé (0 ;1,7) si i et # ont pour coordonnées respectives (x ; y) et (x’; ") alors :
u-v=xx'+yy'

Remarque

Siu(x;y)ona u-u=x%+y?doncl'égalité ||[ull = Vi -1 s’écrit ||d|| = /x2 + y2.



2 Orthogonalité de deux vecteurs

( : ) , _ - vecteurs orthogonaux
Deux vecteurs non nuls i@ = AB et ¥ = CD sont orthogonaux si et seulement si les droites (AB) et (CD) sont
orthogonales.

P—

( ) caractérisation de l'orthogonalité de deux vecteurs
Deux vecteurs u et v sont orthogonaux si et seulement siz» 7 = 0. :

Conséquences
]

S G Py ¢ q(x)
uv=0=xx"+yy =00l u(y)etv y' dans un RON,

M A R A R R A e A Sl e A R R Al A U RV
Montrer que les droites (AB) et (CD) sont perpendiculaires.
Déterminer le réel m tel que 4B et 1 soient orthogonaux.

ple 8.5
229)



3 Applications du produit scalaire

( ) identités remarquables du produit scalaire Soit ABC un triangle tel que :
- @—-v)=ut—2u-v+v% ie:l|li—ol*=lul?—2u-v+ |El*; Calculer’ BA-BE
-+ —=v)=ut =9 ie:@+v)w—v) = lulz— |72

Remarque
- les deux premiéres égalités donnent d’autres expressions du produit scalaire :
- = 1 - - - - s 1 - - - -
- v =slu+ Bl -l - 12017 - e =S(RIP + 19117 - 112 - P12
- Dans un triangle ABC la deuxiéme égalité permet d’écrire : AB-AC = %(AB2 + AC? — BC?),

On constate que AB - AC = 0 & BC? = AB? + AC? (th de Pythagore)

( : ) d’Al-Kashi Dans une triangle DEF, DE =4,
Soit ABC un triangle. On posea = BC,b=AC,c DF =7 etD = 60°,
a? =b? +c* —2bc cosd; I 1. Calculer la longueur EF.,
b? = ¢ +a* —2cacos B; 25 B 2. Calculer la mesure de I'angle E.
¢ =a*+ b*—2abcosC. 4
Remarque

- Ce théoréme permet de déterminer les mesures des angles d’un triangle dont on connait les longueurs des trois cétés ou
la fongueur d’un c6té connaissant les deux autres et une mesure de I'angle opposé.
- Sile triangle est rectangle en A, on retrouve le théoréme de Pythagore.

( Propriété 8. 7 ) Exemple 8. 8

Soient A et B deux points et I le milieu du segment [AB]. Alors, pour tout o
point M : [AB].
MA? + MB? = 2MI% + 3‘:;2; 1. Calculerf]{, «En:jéduire CA-CB.
) = 2. Calculer CI - AB.
MA? — MB? = 2MI :BA;
. MA+MB = MI? — A2,

S S BN S S oo S

Conséquence

L’égalité MA - MB = MI? — 1A% permet d'affirmer que I'ensemble des points M tels que M4 - MB = 0 est le cercle de
diametre [AB]. En effet, si MA+MB = 0 alors MI% — A% = 0 donc MI? = [A%. AvecIM > O et IA = 0 on a alors IM = IA
donc M est un point du cercle de centre I et de rayon IA.
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D1 Formule d’Al-Kashi
Soit ABC un triangle. On pose BC=a, CA=b et AB=c. C

1. Justifier que 2AB-AC=b2 +c2—aZ. <
2. Vérifier que ﬁaﬁzbccos(!m). y o .
3. En déduire la relation a2 =b? +¢2 ——2bccos(§ﬂf). A

CORRIGE

1. En utilisant I'expression du produit scalaire avec les longueurs dans le triangle ABC, on a;

AB.-AC= -;-[AB2 +AC?—CB?]= %[c2 +b2 —a?], ainsi on obtient 2AB-AC=b2 +c2—a2.

2, En utilisant I'expression du produit scalaire avec le cosinus dans le triangle ABC, on a :
AB-AC = ABx ACxcos(.A—B, K-C')mbccos(lﬁ\c).

3. En utilisant les résultats des questions précédentes, on obtient 2AB-AC = b2 + 2 —a? z2bccos(l§7¢\\c).

Il vient finalement a? =b? +¢? w2bccos(fm).

D2 Ensemble des points M tels que MA-MEB =0

Rappel : Le point | est le milieu du segment [AB] si et seulement si )A+IB=0.

Soit A et B deux points du plan et | le milieu du segment [AB]. Soit M un point du plan,

N

v e)

1. a. Exprimer de deux fagons différentes (M‘Hﬁ)(ﬁiﬂ’é)

e 2
b. En déduire MA-MB=MP -? -

2. Déterminer l'ensemble des points M vérifiant MA-MB=0.
3. En déduire que le triangle ABM est rectangle en M si et seulement si M appartient au cercle de diamétre [AB]
privé de A et de B.

CORRIGE

1. a. D'une part, (ﬁl+ﬁ\’)(”~ﬁ+ﬁ3’)=mﬁﬁ

D‘autre part, en utilisant la symétrie et la bilinéarité du produit scalaire, on a:
(W+ﬁ)<(m+@):MP +ﬁl-l§+ﬁﬁl+ﬁl§=MI2+W-(@+E)+TP:-@.

Puisque | est le milieu de [AB], on a IB+IA=0 etdonc ﬁl(lﬁ+ﬁ)=m6=0

En conséquence, on obtient (Wﬁ}(ﬁ@):mp +IA-IB.

b. D'apres ce qui précéde, MA-MB=MR +IA-IB. Or, on sait que les vecteurs IA et IB sont opposés, donc :

AB AB AB?

MA-MB=MP A X B=M2 - = x == MR - —
MA-M AxIB = x

2. Déteminer l'ensemble des points M vérifiant MA-MB =0 revient, d'apreés la question précédente, & déterminer
AB?
I'ensemble des points M tels que MI2 —
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Démonstrations

Comme MI=0 et AB=0, cette derniére égalité est équivalente a Mlzﬁ;. Ainsi, l'ensemble des points M

vérifiant MA-MB=0 est le cercle de centre | et de rayon %, c'est-a-dire le cercle de diamétre [AB).

3. Dapres la question 2., M appartient au cercle de diamétre [AB] privé de A et de B si et seulement si
MA ME=0et MA et MB sont rion nuls, ce qui est équivalent, par propriété del orthogonallté au faitque MA
et MB sont orthogonaux et non nuls. Or, par définition, des vecteurs non nuls MA et MB sont orthogonaux
si et seulement si les droites (MA) et (MB) sont perpendiculaires.

Donc ABM est rectangle en M si et seulement si M appartient au cercle de diamétre [AB] privé de A et de B.

Démonstration 1 : Symétrie du produit scalaire
En utilisant la définition du produit scalaire de
deux vecteurs, donner l'expression de VU eten déduire
que U-V=v-u.

Démonstration 2 : Angle dans un triangle

Rappel : La mesure principale d'un angle orienté
(ZJ, V) est 'unique réel Oe]-n; n] tel que

(6,7)=0 [2n].

Soit A, B, C trois points distincts. On considére 6 la mesure

principale de l'angle orienté (Kl_ﬁ, 7\?) et on pose
BAC=]d].

1. Justifier que cos(e)zcos(m).

2. En utilisant l'expression du produ_it. scilaire avec le
AB-AC

ABxAC’

cosinus, démontrer que cos(BA/\C)=

Démonstration 3 : Identités remarquables du
produit scalaire
1.En remarquant que [Iﬁ+VII2=(U+V)-(U+V),

démontrer que la+v IP =G| + 2 -v+IIvV|A
2. En déduire que |a—v |2 =gl -2t v+ |7 |*.

3. Démontrer que (U+V)-(U—V) S

Démonstration 4 : Expression du produit

scalaire avec les normes

Développer I'expression [[il* +[V | —li—v |

1 -2 — 2 - =2
SLIEIP 0V -l =VIF |

et en

déduire que U-v=

Démonstration 5 : Expression du produit
scalaire avec les longueurs d’un triangle

Soit A, B, C trois points du plan.

1. Ecrire sous la forme d'un vecteur la différence AB— AC.

2. Démontrer que Kﬁ-ﬁz%[ABz +AC?-BC?].

Démonstration 6 : Démonstration d’une
relation d’Al-Kashi

—_— —\2
1. Calculer (AC—AB) de deux facons : en utilisant la
relation de Chasles et en développant le carré scalaire.

2, En déduire la relation a? =b%+¢? —2bccos(B7\E).

Démonstration 7 : Orthogonalité de deux
vecteurs

Soit U et v deux vecteurs non nuls.

1.a.Si U et vV sontorthogonaux, déterminer les
mesures de l'angle orienté (U, V).

b. En déduire la valeur de 4.V si u et v sont

orthogonaux.

2.Si 4-v =0, démontrer que les vecteurs U et v sont
orthogonaux.

3. Fairela synthése des questions précédentes et conclure.

Démonstration 8 : Propriété du produit scalaire

avec les projetés orthogonaux

Soit A, B, C, D quatre points distincts et soit A’ et B’, les

projetés orthogonaux respectifs sur la droite (CD) des

points A et B.

1. Quelle est la valeur de AA’.CD ? Justifier.

2. En utilisant la relation (de Chasles) suivante :
AB=AA +A'B +B'B,

démontrer que AB-CD=AB"-CD.



8 Produit scalaire

Démonstration 9 : Propriété du produit scalaire
avec les projetés orthogonaux

Soit A, B, C trois points distincts, 6 la mesure principale de
(HS', A_C') et B' le projeté orthogonal de B sur (AC).

1. a. Si 0s|e|s§, déterminer une mesure de l'angle
orienté (ﬁ, R)
b. En déduire que AB.AC=AB'xAC.

2.5i §s|e|sm démontrer que AB-AC=—AB'xAC.

Démonstrations

Démonstration 10 : Formule de la médiane

Rappels

1. Le point I_gst_le g1llieu du segment [AB] si et

seulement silA+IB=0.

2.Si U et ¥V sont deux vecteurs du plan, alors :
|+ (]2 =[|a[2+2d-7 ]| 7|

Soit un segment [AB] ainsi que son milieu | et soit M un
point du plan.

1. En utilisant I'égalité m=m+ﬁ, justifier que
MAZ=MR +2MI-|A+IAZ, X

2. En déduire que MA? + MB? =2MP +%.
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Activité 1 : découvrir le produit scalaire (p 220)

Baptiste débute comme pilote d’attelage. Il s’entraine sur
une trajectoire rectiligne de A vers B. On exerce une force
F sur le traineau et on s'intéresse 3 son influence sur le
déplacement.

1. a. Parmi les forces FT, F_Z', s F_S' représentées ci-dessus,
quelles sont celles qui semblent favorables au
mouvement ? Celles qui semblent s’y opposer ? Celles qui
semblent ne pas avoir d'effet sur le mouvement du
traineau ?

b. D’une fagon plus générale, a quelles conditions une
force est-elle favorable au déplacement ? Défavorable ?
Sans effet ?

Activités

2. En physique, Coriolis appelle travail de la force F lors
du déplacement de A vers B la quantité W égale a
F X AB Xcos(a) . W représente une énergie et
s'exprime en joules, F est la norme deﬁexprimée en
newtons, AB est en metres et a est la mesure de I'angle
géométrique BAC.

Dans I'exemple précédent, on suppose que les forces F,
ont une intensité égale a 400 newtons et que la distance
AB vaut 1 000 m.

a. Calculer et comparer les quantités W pour chacune de
ces forces.

Commenter a I'aide du signe de W les conjectures établies
a la question 1. b..

b. Quelle est la force la plus favorable au déplacement ?
La plus défavorable ?

La quantité W est appelée produit scalaire des vecteurs F
et AB et on note cette opération F-AB.

Ainsi, F-AB=FxABx cos(a).

Activité 2 : découvrir une formule métrique du produit scalaire et la formule d’Al-Kashi

On considére un triangle acutangle ABC (ie : dont tous les
angles sont aigus). On souhaite établir, 3 I'aide d’outils
élémentaires, la formule métrique du produit scalaire
suivante :

—_— — 1
AB-AC =5 (AB* + AC* - BC?) (E)
C

A H B
1. On considére H le pied de la hauteur issue de C.

a. Exprimer AB + AC en fonction de AH et AB.

10

b. En exploitant le théoréme de Pythagore, exprimer
AC? et CB? en fonction de CH, AH et AB.

¢. En déduire I'égalité (E) puis la formule dite d’Al-
Kashi: BC? = AB% + AC* — 2AB x AC X cos A.

La formule d’Al-Kashi est appelée «théoreme de
Pythagore généralisé ». Expliquer pourquoi.

2. Applications

En utilisant la formule métrique du produit scalaire ou la
relation d’Al-Kashi, répondre aux questions suivantes.

a. Déterminer les mesures des angles d’un triangle ABC
de cdtés AB =4, AC = 5 et BC = 6 (donner une valeur
arrondie au degré pres).

b. Déterminer la longueur exacte du troisieme cété d'un
triangle DEF vérifiant DE = 3, EF =5 et DEF = 60°.
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Exercices

1 Produit scalaire de deux vecteurs

Exercice 8. 1 (43 p 230)
Soit un triangle équilatéral ABC de c6té 5 et | le milieu

de [BC].
1. Montrer que Al = 5‘/_

2. Calculer AB - AC, BC- BA,AB-H,CTC_A’etﬁs’-B—c’.

Exercice 8. 2«

ABCD est un carré de coté 4, O . ¢
BCE est un triangle équilatéral et F

estle milieu du cété [BC]. 4 E 3
Calculer les produits scalaires :

a) EB-EC b) CE-CF .
TB-CE  d)BA-BF

Exercice 8.3

Dans un repére orthonormé, on donne les
points A(=3;—1), B(-2;1) et C(2;0).

Calculer:

—_— —_— — —2

a) AB-AC b) AB-CA c) AB d) AB
Exercice 8. 4

ABC est un triangle rectangle isocéle en A tel
que AC =5, D, E et F sont les milieux respectifs des
cotés [AB], [AC] et [BC].

1

On introduit le repére orthonormé (A ; %7\—8' EKE .

a) Réaliser une figure et déterminer les coordonnées
des points A, D,E et F
b) Calculer AF-ED et interpréter le résultat.

Exercice 8. 5 (53 p 230)
Soit un carré ABCD de centre O et de c6té 5. Soit | le milieu
de [BC] et J le milieu de [CD].

Calculer les produits scalaires suivants :
a.BA-BD,AB-ACetBO-BI  b.AC

B-AQet T B
Exercice 8. 6 (87 p 233)

ABCD est un trapéze D A
rectangle en A et D tel que
AB=3,AD=5etDC=7.

1.Calculer AB- DC,AD- BC,DC- BC, AB - BC
etDB-DC. B
2. En décomposant les vecteurs AC et ﬁé,
calculer AC - DB.

3. Calculer CA - CB et en déduire une valeur
approchée de la mesure I'angle ACB, au
degré prés.

Exercice 8. 7

Dans un repére orthonormé, on donne les
points A(1; 2) B(Z 3) et C(4;1).

a) Calculer AB - AC.

b) Calculer cos(ﬁi). En déduire la mesure, en degré,
de l'angle BAC. Arrondir & lunité.

11

Exercice 8. 8

ABCD est un rectangle de longueur 4 cm, de largeur 3 cm et de
centre 0. Soient H et K les projetés orthogonaux des sommets
Bet D sur la diagonale (AC).

A 4 B
/
7/
K 4
o) ’
// ,/ 3
7/
p H
7/
Z
D C

1. Endécomposant les vecteurs CA et ﬁ, calculer CA - BD.

2. En exprimant d’une autre maniere le produit scalaire CA -
Fd, déterminer HK.

3. Donner la valeur exacte de cos(ﬂ; ﬁ)))

Exercice 8. 9 (79 p 232)

Soit les points A(-6 ; 4), B(-2; 2) et C(5; -7).

1. Calculer BA - BC.

2. 0n note H le projeté orthogonal de A sur [BC].
Montrer que BA- BC=BH - BC.

3. Calculer BC. En déduire BH et HC.

Exercice 8. 10 (sujet D p 241)

On considére un triangle ABC
rectangle et isocéle en B tel que
BA = 1. On construit extérieure-
rent au triangle ABC un point D
tel que le triangle BCD soitisocéle @ \C
en C.Onadmet que les polnts A, C
et D sontalignés. On se place dans
le repere orthonormé (B; BC, BA). D

1. a. Calculer lalongueur du segment [AC). En déduire celle
du segment [AD].

b. Montrer qu'il existe un réel k tel que AD = kAC et déter-
miner sa valeur,

¢ En déduire les coordonnées de D.

2, Déterminer la mesure exacte, en radians, de l'angle BCD
puis des angles CDB et DBC.

3. a. Calculer le prodult scalaire DA . DB.

b.En déduire la valeur exacte de COS(%).

Exercice 8. 11 (129 p 235)
Soit trois points A, Bet Csurun @

cercle € de centre O. Soit | le milieu 4
de [B(] et F le point diamétralement /

opposé a A sur le cercle, B

1. Démontrer que:

a.AB-AF=AB? £
b.AC- AF=AC?

2. a. Justifier que AB + AC = 2Al.

b. En déduire que AB2 + AC2=2Al - AF.
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Exercice 8. 12
ABCD est un carré de coté 4. I est un point tel que Al =
-i-ﬁ et J est un point tel que Cj = -31-@

D C

J

A B
Dans les questions 1 et 2 on se propose de déterminer, de
deux fagons différentes, une mesure en degré de I'angle
D], arrondie au degré prés.
1. Premiere méthode.
a. En utilisant la relation de Chasles, démontrer que DI -
Fj =m-ﬁ+ﬁ-metcalculerm-ﬁj.
b. Conclure.
2. Seconde méthode.
On considére le repére orthonormal (O ;
%A_E et) = iﬁ.
a. Déterminer les coordonnées de tous les points de la
figure.
b. En déduire DI - Ej et conclure.
3. On suppose que ABCD est un carré quelconque et on
pose | = AB. Démontrer que IDJ est indépendant de L.

7, Dtelquel =

Exercice 8. 13 (157 p 245)

Le schéma ci-dessus représente un systéme de poulies. On
considere les forcesF, F, et F, s'appliquant en G et d'intensités
respectives : ||F, || = =6Net|F,ll=12N.

Soit R=F, + F, + F; larésultante de ces forces.

1. Déterminer en fonction de a, B et y les produits scalaires
suivants: R - F1 iR F etk F

Exercices

2. On suppose que | le systeme de poulies est a I'équilibre,
Cest-a-dire que R=0.
a. Montrer que les réels o, 3 et yvérifient e systéme suivant:
3cos ¢t + 4cosf = -6
6cosP +3cosy=-4
6cosx + 4cosy = -3
b. En utilisant la troisiéme équation, montrer que:

cosy = —:1-(3 +6c0s QL)
c. En déduire que les réels o et P vérifient le systeme suivant :

3cos o + 4cosP = —6
18cos ol +4cosy = -3

d. En déduire les valeurs, arrondies au dixi#me de degré, des
nesures des angles o, B et y.

Exercice 8. 14 (Barbazo 91 p 235)
Soit d une droite du plan et A un point n‘appartenant

pas a d. On note H le projeté orthogonal de A sur d et
M un point quelconque de d.

1. Justifier que AM? = AH?. En déduire que la distance
AH estla plus petite des distances de A aux points de d.
AH est appelée la distance du point A a la droite d.
2. Le plan est muni d’'un repére orthonormé (O ; l,])
On note (x,;y,) les coordonnées de A, (x;;y,) les
coordonnées de H et ax + by + ¢ = 0 une équation
cartésienne de d,

a, Démontrer que le vecteur n (Z) et le vecteur AH

sont colinéaires.
b. En exprimant le produit scalaire AM -1 de deux facons
lax , + by, +

va? + b?
3. QX pvtHon Ecrire [e script d'une fonction Python
dont les arguments sont les coordonnées respectives
de trois points A, B et C et qui renvoie la hauteur du
triangle ABC issue de A.

différentes, démontrer que AH =

2 Orthogonalité de deux vecteurs

Exercice 8. 15 (71 p 231)
Soit les points A(-2; 3), B(7;0), C(4;5) et D(2; -1).
Montrer que les droites (AB) et (CD) sont perpendiculaires.

Exercice 8. 16 (73 p 231)

Soit les points A(2 ; 4), B(-4; 6),
1. Montrer que AB = DC.

2. Calculer BD - AC.

3. Calculer AC” et BD .

4. En déduire la nature du quadrilatére ABCD.

C(-2;0)etD(4;-2).

12

Exercice 8. 17 (75 p 232)
Soit le triangle EFG tel que E(0; 1), F(8; -3) et G(12; 5).
Le point H(7 ; 0) appartient-il a la hauteur issue de F ?

Exercice 8. 18 (80 p 232)

ABCD est un carré, tel que letJ sont D_ C
les milieux des cdtés [AB] et [BC]. \\\
Montrer que les droites (Ci) et (DJ) / J

sont perpendiculaires. R
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Exercice 8. 19 (124 p 235)

ABCD est un carré de c6té 1. E

On construit les points E et F tels /
_._i —— _.=;i —

queCE—zCDetBF 2BC. A D

Démontrer que les droites (AF) et
(BE) sont perpendiculaires :

a. en décomposant AF et BE ;

b. en se plagant dans le repére
orthonormé (B ; BC, BA). B C r

Exercice 8. 20 (sujet B p 243)

Soit ABCD un rectangle de longueur AB = 5 et de largeur
AD = 2. Soit M un point du segment [AB] distinct de A et
de B, tel que AM = x.

1. Montrer que MD - AC = 4 — 5x.

2. Pour quelle valeur de x les droites (MD) et (AC) sont-elles
perpendiculaires ?

3. Montrer que MD - MC = x2—-5x + 4,

4. Pour quelle(s) valeur(s) de x le triangle MCD est-l rec-
tangleen M? N

5. a. Rappeler le lien entre la nature de l'angle CMD et le
signe de MD - MC. (i

b. Pour quelle(s) valeur(s) de .x, 'angle CMD est-il obtus ?

Exercice 8. 21

Dans le carré direct ABCD, de c6té égal a l'unité de
longueur, on considére les points I et J définis par Al =
gﬂ)' etf]’ = Eﬁ‘ Un point M décrit le segment [DC]. On
pose DM = xDC.

1. En utilisant le repére orthonormé (4; E,A_D')
déterminer x pour que les droites (IJ) et (BM) soient
perpendiculaires.

2. Dans la suite, on désigne par K le point de [DC] tel
que DK = %Fﬁ

a. Letriangle I/K est-il rectangle ?

b. Déterminer une valeur approchée, a 0,1° prés, de
I'angle [JK.

3. Soit H le point d'intersection des droites (BK) et (I])
et L le point d’intersection de la droite (IJ) avec la
paralléle a (BK) passant par D.

a. Etablirque I/ = KB = ?

b. lustifier que /DK =1J x LH. En calculant Ij - DK

d’une autre fagon déterminer la valeur de LH.,

¢. Encalculant fj - KB de deux fagons, déterminer KH.
_ 4 . i s

d. On admet que DL = 7 Déterminer I'aire du trapeze

DLHK.

Exercice 8. 22

x0y est un angle droit, 0A = OC et AB = CD. [ est le
milieu de [AD].

Le but de I'exercice est de montrer, avec deux méthodes
différentes, que les droites (BC) et (0OI) sont
perpendiculaires.

Méthode 1

1. Montrer que 201 = 04 + OD.

2. En déduire que 201 - BC = 04 -BO + 0D - OC.

13

Exercices

3. Caleuler OF - B_C", puis conclure.
Méthode 2
On considére le repére orthonormal (0; 7, J) tel que
OA=aiet 0D = bj, ol a et b désignent deux réels
strictement positifs.
1. Calculer en fonction de a et b les coordonnées de 4,
D,B,Cetl.
2. Conclure.
y

D

o A B x

Exercice 8. 23 (Déclic 113 p 265)

Puissance d'un point par rapport é& un cercle

On considére un cercle I', de centre O et de rayon R, et
un point M du plan. Pour toute droite d du plan passant
par M, on note C et D les points d’intersection, s'ils
existent, du cercle I" et de la droite d.

=l .
N \
=S /
f o)
Clee * )
\\'\ = \_."/*\
X P

1. Soit une droite d passant par M pour laquelle
les points C et D existent (ils sont éventuellement
confondus).

—s —>

a. Quel est le signe de MC- MD dans le cas ou :
* M est d |'intérieur du cercle " ?
¢ M appartient au cercle " ?
e M est a |'extérieur du cercle I"?
b. Soit C’ le symétrique de C par rapport & O.
Montrer que :

) ) ) i)

MC-MD=MC-MC'=0M?-R?

—_ —

2. Que peut-on dire du produit scalaire MC-MD
lorsque la droite d pivote autour de M ?
3. Soit un réel k >-R2. Déterminer I’ensemble des

—r —
points M du plan tels que MC-MD=k.

Exercice 8. 24 (155 p 244)

Soit ABC un trlangle non équilatéral. On désigne par G le centre
de gravité du triangle (c'est-a-dire le point de concours de
ses médianes), par O le centre du cerdle passant par les trois
sommets du triangle (c'est-a-dire le point de concours des
médiatrices) et par H son orthocentre. On note A’, B et C' les
milieux respectifs des cotés [BC], [AC] et [AB].
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A,
On rappelle que le point G vérifie I'égalité vectorielle:
GA +GB +GC=0.

Exercices

1. Solt [2 point K tel que OA + OB + OC=0K.

a. Montrer que AK = 20K, En dédulre que la drolte (AK) est
perpendiculaire au cété [BC),

b. Démontrer de méme que la droite (BK) est perpendiculaire
au coté [AC).

c.En déduire que K est I'orthocentre du triangle ABC, donc que
K et H sont confondus.

2. Montrer que OH =300G.

Cette égalité prouve que les points O, G et H sont alignés. La
droite qul porte ces trols points s'appelle [a « droite d Euler ».

3 Applications du produit scalaire

Exercice 8. 25 (106 p 234)

Soit ABCD un losange de centre O
telque AC=8et BD=6.

1. Calculer la longueur du cété de ce
losange.

2.a. i{nplifier la somme vectorielle
ABtAD.

b. En déduire AB - AD.

3. Justifier 'égalité DA — CD = DE puis calculer DA - CD.

produit scalaire et norme
A . D

Exercice 8. 26 (108 p 234) produit scalaire et norme
ABCest un triangle tel que AB=5,AC=4 et BAC = %

1. Calculer AB - AC.

2. En remarquant que BC = (BA + AC), calculer BC.

3. Calculer CA - CB.

4. En déduire une valeur approchée de la mesure de l'angle
ACB au degré prés.

Exercice 8. 27 (109 p 234) produit scalaire et norme
ABC est un triangle tel que AB =5, AC=4 et BAC = z

1. Calculer AB- AC.

2. En remarquant que BC=(BA+ /TC), calculer BC.

3. Calculer CA - CE.

4. En déduire une valeur approchée de la mesure de l'angle
ACB au degré prés.

Exercice 8. 28 (89 p 233) Al-Kashi

Le triangle DEF est tel que DE=6, DF =B etD = L.
4
Calculer EF.

Exercice 8. 29 (96 p 233) Al-Kashi
Dans un triangle ABCona AB=6, AC=4 et BC=5.
1. Déterminer cos(BAC), puis BAC au degré prés.

2. Donner la valeur exacte de AB - AC.

14

Exercice 8. 30 (94 p 233) Al-Kashi

Soit un triangle DEF tel que DE=9, DF =4 et EDF = 65°.
1. Donner une valeur approchée de EF 4 0,1 prés.

2. En déduire une valeur approchée des angles DEF et DFE, au
dixieme de degré pres.

Exercice 8. 31 (103 p 234) Al-Kashi
Lafigure ci-dessous est constituée d’un carré et d'un triangle
isocéle. On veut déterminer pour quelle valeur de 8 le carré
et le triangle isocéle ont le méme périmétre,

Calculer une valeur de 8 a 0,1 degré prés.

a,

a

Exercice 8. 32 (sujet E p 243) Al-Kashi
On considére un triangle ABC tel que BC =7, AC =2 et

AB = 6. Soit H le pied de la hauteur issue de A, et K le pied
de la hauteur issue de C,

A Koo

/ ¥

—

B H C
1. a. Justifier que AC = AB + BC.
b. En déduire les prodults scalaires suivants : AB - BC puis
BA - BC.
¢. Exprimer le produit scalaire BA - BC en fonction de la lon-
gueur BH.
d. En déduire la longueur BH.
2. a. Exprimer le produit scalaire BA - BC en fonction de la
longueur BK.
b. En déduire que BK x BA = BH x BC,
¢. En déduire la longueur BK, -
3. a. Calculer la mesure, au degré prés, de I'angle ABC.
b. En déduire lalongueur KH arrondie & I'unité, puis la mesure
au degré prés de I'angle KAH.
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Exercice 8. 33 (livrescolaire 71 p 271) Al-Kashi
Dans un triangle équilatéral ABC de cdté 1, on place les

points D, E et F comme indiqué sur la figure. Le but de
lexercice est de minimiser l'aire du triangle DEF.

C

A * D B
1. Posons x = AD. En utilisant la relation d'Al-Kashi,
déterminer les longueurs DE, EF et FD en fonction
de x.
2. Quelle est la nature du triangle DEF ?
3. Démontrer que l'aire d'un triangle équilatéral de coté ¢

;3

est égale a T3cz et en déduire que l'aire de DEF est

minimale si DE est minimale.
%, a. Montrer que, pour tout x>0,

3 -act1=3(x-3) + 7.

b. Pour quelle valeur de x laire est-elle minimale ?

Exercice 8. 34 (Hatier 156 p 246) points cocycliques
Les droites (AB) et (CD) sont sécantes en un point K.

1. On suppose que les points A, B, C et D sont cocycli-
ques, ¢’est-a-dire qu'il existe un point | tel gu’un cercle
% de centre | passe par ces guatre points. On note A’
le point tel que [AA'] est un diamétre du cercle €.

a. Justifier que (KB) L (BA').

b. Prouver que KA-KB = KI2 — A2,

¢. Prouver que KG-KD = KI2 - CI2.

d. En déduire que KA-KB = KC-KD.

2. Réciproguement, on suppose que KA-KB = KC-KD.
On note € le cercle circonscrit au triangle ABC. La droite
(KC) coupe alors le point 6 en un point E, non confondu
avec le point C.

a. En utilisant le résultat de la question 1d, prouver que
KC-KD = KC-KE.

b. En déduire que les vecteurs KC et DE sont ortho-
gonaux, puis que DE = 0.

¢. Conclure quant & la cocyclicité des points A, B, C et D.

Exercice 8. 35 (Hatier 94 p 238) th médiane
a. Un segment [AB] est de longueur 9 et de milieu I.
Sachant qu'un point M est tel que MA=4 et MB=7,5,
calculer la distance MI.

b. Dans un triangle DEF, on note E’' le milieu de [DF].
Sachant que EE' =10, DE = 15 et DF = 21, calculer
la distance EF,
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¢. Un triangle GHL est tel que GH=7, GL=12 et

HL = v60. Calculer la longueur des médianes issues
de Hetde L.

Exercice 8. 36 (livrescolaire 58 p 270) th médiane
Soit ABCD un parallélogramme tel que AB =15,

BC=13 et AC=14,

1. Déterminer la longueur BD.

2, En déduire une mesure de l'angle ABC arrondie au
degré preés.

Exercice 8. 37 (livrescolaire 55 p 270) th médiane
Dans le triangle ABC, on note A’ le milieu de [BC].

On donne les mesures suivantes: AA"=6, AB=4 et
(&, 58)=%.

1. A l'aide d’une des formules du théoréme de la
médiane, calculer AB?+AC?,

2. a. Calculer AA-AB.

b. Ecrire CB en fonction de A'B .

c.En déduire CB-AA’ et AB>—AC?.

3. Quelles sont alors les longueurs des cotés du
triangle ABC ?

Exercice 8. 38 (Déclic 94 p 262) th médiane
Les interactions électriques J
conduisent & modéliser la molécule de |-
méthane CH, de la fagon suivante : J QJ
e les noyaux d’atomes d’hydrogéne J
occupent les positions des quatre

sommets d’un tétraédre régulier ;

» le noyau de carbone au centre de la molécule est &
éqgale distance des quatre atomes d’hydrogéne.

Le but de cet exercice est de déterminer la mesure
de I'angle que forment entre elles les liaisons
carbone-hydrogéne.

D
A
o/ e\\
£ U
/ 4 \* ¢
= \FE

On considére le tétraédre régulier ABCD d’aréte a.

E et F sont les milleux respectifs des arétes [CB] et

[AD]. On admet que le centre G du tétraédre est situé

au milieu du segment [EF] et qu'il est équidistant des

sommets A, B, Cet D.

1. En se plagant danf/ges triangles bien choisis, mon-
3

trerque DE=AE = —2—-a.

2. On se place dans le triangle AED.
a. Calculer la longueur EF, en déduire GE.

b. Montrer alors que GA =—\£—6—a. Pour ce calcul, on
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pourra utiliser le « théoréme de la médiane ».

3. En déduire une mesure de I'angle AGD arrondie
au degré. Conclure.

Exercice 8. 39 (Déclic 100 p 262) lignes de niveaux
Soient A et B deux points tels que AB=4 . Pour tout
réel k, on note L, |"ensemble des points M tels que :

— —

MA-MB=k

_— —> . .

1. Montrer que MA- MB = MI?—4 ou I est le milieu
du segment [AB].
2. Déterminer puis construire, lorsque cela est possible,
I'ensemble L, dans les cas suivants.
a k=-7 b. k=-4 c. k=0 d k=5
3. Déterminer la nature de I'ensemble L, selon les
valeurs du réel &,
4. Soit un point C tel que ABC soit un triangle équi-
latéral. Déterminer la valeur duréel ktelque Ce L,.

Exercice 8. 40 (Barbazo 82 p 234) lignes de niveaux
Dans un repére orthonormé (O ; i, j), on considére le

point A (2;~-1) et le vecteur (;)
1. On veut réaliser une figure a I'aide d'un logiciel de

géométrie dynamique.
a. Placer le point A et créer le vecteur u.

16
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b. Créer trois points M,, M, et M, puis les vecteurs
AM,,AM et AM

¢.C Calculer avec Ie logiciel, les produits scalalresAM u,
AM2 uet AM3 i,

d. En déplacant les points M, M, et M3, conjecturer
I'ensemble des points M tels que AM -1 = 16,

2. On veut démontrer cette conjecture, On considere
un point C tel que AC = kit. Déterminer la valeur de k
telle que C appartienne a la ligne de niveau cherchée,
3.Montrer que AM-ii=AM-AC & CM-ii = 0. En déduire
la ligne de niveau cherchée.

Exercice 8. 41 (Barbazo 83 p 234)

Dans un repére orthonormé (O ; 1';‘) on consideére les
points A(-3;-1) et B(1;1). On cherche a déterminer
I'ensemble des points M tels que MA? - MB* =10 (cet
ensemble est appelé ligne de niveau 10).

1. A l'aide d’un logiciel de géométrie dynamique,
construire trois points M,, M, et M; appartenant a
cette ligne de niveau.

2. En développant I'expression (MA MB) (MA +MB)
montrer que la ligne de niveau cherchée est équiva-
lente a la ligne de niveau IM-AB =5, 00 I est le milieu
de [AB].

3. Démontrer, en utilisant I'exercice précédent, que
cette ligne de niveau est une droite dont on donnera
les caractéristiques.
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10 Probabilités conditionnelles Définir une probabilité conditionnelle
1 Probabilité conditionnelle

On considére une expérience aléatoire d’univers fini £ muni d’une loi de probabilité P. 4, B et C sont trois éveénements de £
avec P(4) # 0.

1)
Définition 10. 1 Exemple 10.1
J PA(B)

La probabilité de I'événement B sachant que A est réalisé
estle nombre P,(B) (« P de B sachant 4 ») défiTi par:

p 3y < 240 D) A(BAK

Dans une classe de premiére, 55 % des éléves sont
des filles et 40 % des éléves sont des filles demi-
pensionnaires. On choisit un éléve au hasard dans
cette classe. Quelle est la probabilité qu’un éleve

P(4) . i - ,
soit demi-pensionnaire §aEhant‘que c’est une fille ?
Conséquences
-P,(B)e[0;1]; Py =1; -ANB=0= Pi(BUC)=Py(B)+ Py(C);
-P(ANB) =P(A) X P4(B) ; -Py(@)=0; -Pa(BUC) = Py(B) + P4(C) =P, (BN C);
-P4(B) = 1—Py(B); -Py(A) =1
Utilisation de tableaux
Les tableaux a double entrée permettent une présentation claire de B B Total
certaines expériences aléatoires et facilitent le calcul des probabilités A P(AnB) | P(ANB) P(A)
conditionnelles. A P(AnB) | P(AnE) P(4)
- P(ANB)selitalintersection de la ligne A et de la colonne B ; Total P(B) P(B) 1
- P(A) (resp P(B)) se lit sur la derniére colonne (resp ligne) ;
- P4(B) s’obtient en calculant le quotient des probabilités P,(B) = sz:f)
B B Total
A 0,4 0,3 0,7
Exemple 10, 2 A 0,2 0,1 0,3
Total 0,6 0,4 1

Déterminer P(A), P(B), P(AN B), P(An B), Py(A) et Pz(B).

b)
o k\#\)(

¢ U_\ (\07\';



10 Probabilités conditionnelles Utiliser la formule des probabilités totales et un arbre pondéré

2 Formule des probabilités totales

e

romch i\
/‘( Propriété 10. 1 J partition, formule des probabilités totales )

On considére un événement B et des événements non vides 4;, 4,, ..., A, de 2 deux & deux

disjoints (ou incompatibles) dont Ia réunion forme F'univers 2.

- Onditque 4y, 4;, ..., A, forment une partition de 2 (ou est un systéme complet
d’événements).

- P(B) = Zp(4 nB).

Remarque

Si0 < P(A) <1, les événements A et 4 partitionnent 2 donc P(B) = p(4An B) + p(ANn B).

Utilisation d’un arbre
Il est parfois utile de représenter une situation de probabilités par un arbre et de savoir utiliser cet arbre pour faire des calculs

de probabilités.

On appelle arbre pondéré un arbre pour lequel chaque branche est associée a une probabilité, comme ci-dessous.

Etape 1 | Etape 2 Evénement | Probabilité de I'événement
pa(B) B| AnB p(ANB) = p(A) x p,(B)
A
p(4) 5 _ _ _ _
pa(B) B| AnB P(ANB) =p(A) X ps(B)
- i(B A i =p(A i
o () ri(B) B| AnB p(ANB) = p(A) x pz(B)
A
pi(B) B| A4nB p(ANB) =p(A) x pi(B)

Régles d'utilisations :

1. La somme des probabilités portées sur les branches issues d’un méme nceud est égale a1 ;

2, laprobabilité d’'un événement représenté par un chemin est le produit des probabilités portées sur ses branches.
3. La probabilité d'un événement est Ia_s_gmr,ng@e;prpbabivlit_és des chemins qui y aboutissent.

|

Exemple 10. 3

Un éléve de terminale a 80 % de chance d'avoir le bac. Pendant les vacances d’été qui suivent, il passe un
concours pour intégrer une école. Le concours est ouvert & tous les éléves, bacheliers ou non.

oy y N . . . . .
Lorsqu’uméleve aeu le bacil a 60 % de chance de réussir le concours, 30 % sinon.

On note B I'événement « réussir le bac» et 4 I'événement « admis a I'école ».

1. Déterminer p(B), p(B), pp(4) et p5(4). p A) A
2. Représenter I'expérience décrite en complétant I'arbre ci- \/B) B ' S
contre. PL s A
3. Calculer la probabilité que I'éléve ait le bacet.soit admis 3 PB

I"école. > - Ps ; A
4. Quelle est la probabilité que I'éléve n’ait pas le bac et soit admis P(B)

al'école ? ~ IE
5. Déterminer la probabilité que I'éléve soit admis & I'école. PEMJ

6. On interroge un éléve de I'école. Quelle est la probabilité qu’il

aitle bac?
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3 Indépendance

Solent A et B deux événements d’un univers £2 muni d’une probabilité P.

Définition 10. 2 J

A et B indépendants
On ditque 4 et B sontindépendants lorsque P(A N B) = P(4) x P(B).

Propriété 10. 2 J

A et B indépendants
Si P(A) # 0, A et B indépendants si et seulement si P4(B) = P(B)

Remarque

- Po(B) = P(B) signifie que la réalisation de B ne dépend pas de la réalisation de A

- On peut démontrer que si A et B sont indépendants alors A et B sont indépendants et donc que A et B ainsi queAdetB
sont indépendants.

Soient 4 et B deux événements tels que P(4) = 0,8, P(B) =0,35etP(ANn B) = 0,28.
Exemple 10.4 | 1. Montrer que 4 et B sont indépendants.
2. Déterminer P(AU B) et P(A N B).

Succession de deux épreuves indépendantes
Lorsque deux épreuves sont indépendantes la probabilité d’un couple de résultats est égale au produit des probabilités de
chacun d’eux.

Un sac contient dix jetons dont trois sont verts.

On pioche successivement, au hasard, avec remise, deux jetons du sac. On appelle V; I'événement « obtenir
Exemple 10. 5 | un jeton vert au premier tirage » et V, 'événement « obtenir un jeton vert au second tirage ».

1. Représenter la situation par un arbre pondéré.

2. Déterminer la probabilité de V; NV, etde V; N V.
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Démonstration 1 : indépendance avec

événement contraire

Soit A et B deux événements relatifs 3 une méme
expérience aléatoire.

1. Dans cette question, on suppose A et B indépendants.
a. Ecrire la définition du fait que A et B sont deux
évenements indépendants.

b. En remarquant que B=(BﬂA)U(BﬂA), montrer que

P(B)-P(B)xP(A)=P(BNA).

¢. En déduire que P(_A_ﬂ B): P(Z)x P(B).

2. En utilisant la question précédente, et sans autre calcul,
montrer que, réciproquement, si A et B sont indépendants,
alors A et B sont indépendants.

3. Complément : expliquer pourquoi la proposition 1
permet aussi d'affirmer que A et B sont également
indépendants si A et B le sont.

Démonstration 2 : probabilité sachant un

événement
Soit A un événement relatif a une expérience aléatoire
d’univers Q fini et tel que P(A)=0.
Pour tout événement B relatif a la méme expérience
aléatoire, on pose P, (B)= —P(ALB)
P(A)

1. Justifier le fait que P(ANB)<<P(A).
2. Montrer que pour tous événements B et C relatifs a
I'expérience aléatoire considérée, on a :

ANBUQCO=ANBUMANAIQ).
3. Démontrer que la fonction P, est une probabilité sur
I'univers Q,

Démonstrations

Démonstration 3 : condition nécessaire et
suffisante a I'indépendance de deux
événements

Soit A et B deux événements relatifs & une méme
expérience aléatoire, avec P(A)#0.

1. Démontrer que si A et B sont indépendants, alors
F,(B)=P(B).

2. Démontrer que la réciprogue est également vraie.

Démonstration 4 : formule des probabilités
totales

Soit {A,A,,...,A,} une partition d'un univers dont
chaque événement est de probabilité non nulle et B un
événement de cet univers.

1. Justifier I'égalité des deux événements B et
(BNAJU(BNA,)U...U(BNA,)

2. En déduire que :
P(B)=P(BNA,)+P(BNA,)+...+P(BNA,).
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Activité 1 : découvrir la notion de probabilité conditionnelle

Le tableau ci-contre donne la répartition des 1 230 éléves d’un lycée en fonction du Fille Gargon
sexe et du niveau de la classe de I'éleve. Seconde 187 233
On choisit un éléve du lycée au hasard. Premiére 207 178
On note respectivement S, P, T et F les événements « I'éleve est en Seconde », | Terminale 212 213

« 'éleve est en Premiére », « I'éléve est en Terminale » et « I'éléve est une fille ».
Les probabilités seront données sous forme fractionnaire.

1. a. Calculer la probabilité des événements S, P, T et F.

b. Décrire par une phrase I'événement S N F et calculer sa probabilité.

2. On choisit un éléve au hasard parmi les éléves de Seconde.

a. Combien d’éléves peuvent &tre tirés au sort ?

b. Calculer la probabilité que cet éléve soit une fille. On la note Ps(F).

c. Exprimer Ps(F) en fonction de P(S) etde P(SN F).

3. On choisit un éleve au hasard parmi les filles.

a. Calculer la probabilité conditionnelle P (T) que cet éléve soit en terminale sachant que c’est une fille,
b. Exprimer Pr(T) en fonction de P(S) etde P(FNT).

4. a. Décrire par une phrase I'événement P (F) et calculer sa probabilité.

b. Exprimer Pr(F) en fonction de P(T) et de P(T N F).

Activité 2 : utiliser la formule des probabilités totales

Une école de danse propose six cours de danse : un cours de danse classique et un cours de danse modern jazz, chacun a un
niveau débutant, intermédiaire ou avancé. On suppose qu’un éléve ne suit pas de cours de niveaux différents pour le méme
style de danse et qu'il y a des éléves inscrits dans tous les cours.

On choisit au hasard un éléve de I'école et on lui demande ce gu’il suit comme cours. On note :

- CI'événement : « I'éléve suit un cours de classique » ;

- M I'événement : « I'éléve suit un cours de modern jazz » ;

- D I'événement : « I'éléve suit un cours de niveau débutant » ;

- I I"événement : « I'éléve suit un cours de niveau intermédiaire » ;

- Alévénement: « 'éléve suit un cours de niveau avancé ».

1. a. Que peut-on dire des événements D, I et A pris deux par deux ?

b. lustifier que les événements D, I et A ne sont pas vides et que D U1 U A = (2 oU {2 est 'univers de toutes les issues.

2. a. Que peut-on dire des événements C N D, C N TetC N A, pris deux par deux ?
b. Justifier que lona (CN D)V (CNNHU(CNA)=C.
¢. Endéduire que P(C) =P(CND)+P(CNI)+P(CNA).

Activité 3 : utiliser un arbre pondéré

Dans un cageot de six choux-fleurs trois sont verts (V) deux sont mauves (M) et un est jaune (/). U'expérience aléatoire consiste
3 choisir au hasard un chou-fleur dans le cageot, sans le remettre dedans, puis un second et a noter les couleurs obtenues dans
I'ordre d’apparition. Par exemple (V ; M) est I'événement : le premier chou-fleur est vert, le second est mauve.

1. a. Compléter I'arbre des possibles suivant.

v v 1% M M J

VV MMJ

b. Comment détermine-t-on le nombre de cas favorables 2 la réalisation de I'événement (V ; M) ?
c. Calculer P(V ; M). Ixz
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2. Dans lamesure oliseule |a couleur des choux-fleurs nous intéresse, on peut réduire 2 Vv
la taille de I'arbre, moyennant quelques conventions d’écriture. Par exemple les trois V%M
branches correspondant & un chou-fleur vert peuvent étre remplacées par une seule ° 3

branche. 2 }f :%: ,‘[V

A chaque tirage, les événements V, M, J n’étant pas équiprobables, on pondére alors

{
les branches menant & une couleur par le nombre de choux-fleurs de cette couleur. A \I/J
a. Compléter I'arbre ci-contre. 7’,’/‘ py
b. Comment retrouve-t-on le nombre de cas favorables & la réalisation de i _
I'événement (V ; M) ? o~J /Z’ 3
3. Une autre idée consiste a pondérer chaque branche d’'un méme tirage, non plus # Vv
avec le nombre de choux-fleurs d’une méme couleur comme dans I'arbre précédent, 1% M
. - . 1/2 4
mais par la probabilité d’obtenir cette couleur. )
a. Recopier et compléter I'arbre pondéré ci-contre. ‘ ‘ %—’_ v
b. Calculer le produit des probabilités rencontrées sur le chemin représentant 1/3 M Vi3 /l[
I'événement (V ; M). 171_\ T
¢. Quelle probabilité retrouve-t-on ? Expliquer. {/‘ - i/
d. Calculer la probabilité d’obtenir un chou-fleur mauve puis un jaune, J ‘i;:’/f
Z\
Activité 4 : découvrir la notion d’événements indépendants. J J"

On considére les deux situations suivantes :

Situation 1: On demande & des personnes si elles ont eu le | Situation 2 : On demande & des personnes si elles mangent
bac (B) et si elles ont les cheveux courts (C). On note les | des légumes (L) et si elles sont en surpoids (S). On note les
proportions dans le tableau suivant, proportions dans le tableau suivant,
B B Total L L Total
C 0,24 0,06 0,3 S 0,18 0,12 0,3
c 0,56 0,14 0,7 S 0,62 0,08 0,7
Total 0,8 0,2 1 Total 0,8 0,2 1
1. Larealisation de B semble-t-elle, intuitivement, indépendante de celle de C ? En donner une explication possible.
2. Déterminer une relation entre P(B), P(C) et P(B n ().
3. Laréalisation de L semble-t-telle, intuitivement, indépendante de celle de § ? En donner une explication possible.
4. la relation de la question 2 reste-t-elle vraie avec P(L), P(S) et P(LNS)?

5. Les situations suivantes sont-elles des situations d’'indépendance ? Essayer de répondre en utilisant un raisonnement
intuitif puis en utilisant la relation conjecturée.

a. On lance un dé non truqué a six faces numérotées de 1 a 6. On considére les événements suivants :

A «lerésultat obtenu est1; 4 0u6 »;

B : « le résultat obtenu est pair ».

b. Dans un sac opaque on place 20 jetons indiscernables au toucher numérotés de 1 & 20. On en tire un au hasard. On
considére les événements suivants :

A : «lerésultat obtenu est un multiple de 3 » ;

B : « le résultat obtenu est pair »,

b. Dans un sac opaque on place 21 jetons indiscernables au toucher numérotés de 1 a 21. On en tire un au hasard. On
considére les événements suivants :

A «le résultat obtenu est un multiple de 3 » ;

B : « le résultat obtenu est pair ».
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Exercices

Définir une probabilité conditionnelle

Exercice 10. 1 (28 p 288)
On choisit un chien

au hasard dans un élevage.
On note L I'événement :
«le chien choisi est un labra-
dor » ; B l'événement : « le
chien choisi est un berger
allemand » et S 'événement::
« le chien choisi est sevré »,

1. Interpréter a 'aide de probabilités les informations suivantes :

a. 55 % des chiens de I'éleveur sont des labradors.

b. 36 % des chiens de |'éleveur sont des bergers allemands
Sevres.

¢. 64 % des labradors sont sevrés,

2. A l'aide de pourcentages, traduire par une phrase les
probabilités suivantes :
a.PB)=08 b.PBNS)=009 ¢ PyS)=080
Exercice 10. 2 (29 p 288)

Parmi ses salariés, une société compte 70 % d'employés
commerciaux. 80 % d'entre eux possédent une voiture de fonction.
Alors que parmi les employés qui ne sont pas des commerciaux,
seulement 10 % possédent une voiture de fonction.

On interroge au hasard un employé de la société,

On considére les événements suivants :

- C: «L'employé interrogé est un commercial »;
-V:«L'employé interrogé posséde une voiture de fonction ».
1. Déduire des informations de I'énoncé :

a. les probabilités P(C) et P(C);

b. les probabilités P (V) et P¢(V).

2. a. Définir par une phrase I'événement C N V; calculer la
probabilité : P(C N V).

b. Définir par une phrase I'événement C NV ; calculer la
probabilité : P(C N V).

Exercice 10. 3 (40 p 289)

Une plateforme de jeux vidéo propose en téléchargement

9 600 titres différents dont certains sont gratuits. Les jeux sont
rangés dans deux catégories : les jeux d'actions et les autres jeux.

Le tableau suivant en donne la répartition.

} Jeux Jeux | Total

| payants gratuits |

[Jeuxdiaction| 1728 | 1104 | 2832

\ Autresjeux | 3456 | 3312 | 6768 |
Total | 5184 | 4416 | 9600 |

On choisit au hasard un des jeux proposés par la plateforme,
1. Déterminer la probabilité de I'événement A : « le jeu choisi
est un jeu d'action ».

2. Déterminer la probabilité de I'événement G : « le jeu choisi
est un jeu gratuit »,

3. Déterminer la probabilité que le jeu choisi soit un jeu d'action
payant,

4, Sachant que le jeu choisi est un jeu gratuit, déterminer la
probabilité que ne soit pas un jeu d‘action.
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5. Le jeu choisi nétant pas un jeu d‘action, déterminer la
probabilité que ce soit un jeu payant.

Exercice 10. 4 (42 p 289)
Des personnes atteintes d'une maladie ont accepté

de servir de cobayes pour tester I'efficacité d'un nouveau
médicament. On a donné a certaines d’entre elles le médi-
cament, les autres ont pris un placebo. On choisit au hasard
une personne ayant participé a I'expérimentation et on
considére les événements :

A:«la personne choisie a vu son état de santé s'améliorer »,
M: «la personne choisie a été traitée avec le médicament »,
P : «la personne choisie a été traitée avec un placebo ».
Les résultats de expérience sont donnés dans le tableau
de probabilités suivant.

[ A . & Total
oM st 16 % 67 %
P 50 | 28% 33%
| Total 56% | 44% 100 %

Sinécessaire, on arrondira les résultats a 0,01 prés.

1. Indiquer la signification des valeurs 5 % et 44 %.

2. Déterminer P,(M).

3. Déterminer la probabilité que la personne choisie n'ait
pas vu son état de santé s'améliorer sachant qu'elle a pris
le médicament.

Exercice 10. 5 (43 p 289)

Une étude sur les habitudes de consommation est réalisée
auprés d'une population. |l en ressort que, dans la population,
57 % des personnes ont participé aux soldes d'hiver, 76 % des
personnes ont participé aux soldes d'été et 42 % des personnes
ont participé aux deux.

On interroge au hasard une personne de cette population.
On considére les événements : H « la personne interrogée a
participé aux soldes d'hiver » et E « la personne interrogée a
participé aux soldes d'été»,

1. Décrire I'expérience aléatoire a |'aide d'un tableau des
probabilités,

2. Pourquoi est-il pertinent d'utiliser un tableau pour décrire
cette expérience aléatoire ?

Exercice 10. 6 (Métropole, ST2S, 09.15)

La Caisse Primaire d’Assurance Maladie (CPAM) réalise une
étude sur trois des principales affections de longue durée
en répertoriant les patients selon la maladie qu'ils ont
contractée et selon leur sexe. Les affections considérées
sont : la leucémie lymphoide, les anomalies de coagulation
et les anomalies du tissu conjonctif. On admet qu’un
patient étudié ne peut 8tre atteint que d’une seule
maladie. L’étude porte sur 65 955 patients, dont 26 703
hommes.

On observe 28 665 patients atteints d’une leucémie
lymphoide, et parmi ceux-ci, 54% sont des hommes.

Par ailleurs, 55% des patients atteints d’anomalies de
coagulation sont des femmes.



10 Probabilités conditionnelles Exercices

1. A l'aide des informations précédentes, compléter les Exercice 10. 7 (48 p 290)
cases grisées de la feuille de calcul donnée. (On arrondira Les trois principaux services de soins d’un centre
les résultats a I'unité). hospitalier sont I'hématologie, la diabétologie et I'urologie.
- A e s — £ Les seringues utilisées sont fournies soit par le laboratoire
- (BT T Clame>f, §0|t par le Iaboratmre.?para. ‘ '
| lympheid tissuconjonatif | On choisit au hasard et de maniére équiprobable un patient
2 Homme 4863 26703 . . 5 . R "
3| Femme quia eu une prise de sang dans I'un des trois services cités
4 Tolal 28665 14135 23155 " h - )
5 précédemment. On considére les événements suivants :
[ . v
7 lonnelles de chague pathologie selon le sexe du patient H:«la prise de sang a ete 0,56 C
5 et s bt effectuée dans le service H
) holde agulatlo t: njonctil . .
10 [ Probabiig — e ssu?;,’la = hémat0|09I€ L 05 044 =S
e et = D : « la prise de sang a été ’ '
2. On choisit au hasard un patient parmi les 65955 ayant effectuée dans le service 0,2 024 _ ¢
participé a I'étude. On considére les événements suivants : diabétologie » ; D
L : « Le patient est atteint de leucémie lymphoide ». U:«la prise de sang a été effec- 0,76 S
C : « Le patient est atteint d’anomalies de coagulation ». tuée dans le service urologie »;
T': « Le patient est atteint d’anomalies du tissu conjonctif ». C:«laseringue utilisée a été four- 03 048
H: « Le patient est un homme ». nie par le laboratoire Clamex » ; u
Dans la suite de cet exercice, les résultats seront arrondis $:«la seringue utilisée a été 052 =S
au centieme,

fournie par le laboratoire Spara »,
L'arbre ci-contre modélise la situation.

1. Indiquer la signification des nombres 0,2 et 0,48.

a. Calculer la probabilité de I'événement L, puis celle de
I'événement H.
b. Décrire par une phrase I'événement L N H, puis calculer

sa probabilité. 2. a. Quelle est la probabilité de I'événement H ?

c. Calculer la probabilité que le patient soit atteint de b. Quelle est la probabilité que la seringue utilisée ait été
leucémie lymphoide en sachant qu'il s’agit d’un homme. fournie par le laboratoire Clamex, sachant qu'elle a été
d. Parmi les trois formules suivantes, choisir celle & entrer utilisée dans le service diabétologie ?

dans la cellule B10 de la feuille de calcul, de sorte que,

recopiée vers la droite jusqu’a la cellule D10, elle permette

d’afficher les probabilités conditionnelles de chaque

affection dans le cas ou le patient est un homme :
=B2/E2; =B2/SES2; =B2/SBS4 .

3. On chaisit un patient parmi ceux atteints d’anomalies du

tissu conjonctif. Calculer la probabilité que ce patient soit

3. Calculer la probabilité de I'événement « le patient choisi
a subi une prise de sang dans le service d'urologie avec une
seringue fournie par le laboratoire Spara ».

un homme.
Utiliser la formule des probabilités totales et un arbre pondéré
Exercice 10. 8 (56 p 292) N babilité que ce passager porte un objet métallique ?
Les portiques de sécurité b. Quelle est la proportion de « faux positifs » parmi les passa-

gers pour lesquels le portique a sonné ?
¢. Commenter les résultats obtenus aux questions précédentes.

servent a détecter les objets
métalliques que peuvent
emporter des voyageurs,

On choisit au hasard un voya-
geur franchissant un portique. Romane se déplace  vélo ou
On note S I'événement « le . en transports en commun.
voyageur fait sonner le portique » et M 'événement « le voya- Lorsque la journée est

Exercice 10. 9 (68 p 294)

geur porte un objet métallique », ensoleillée, elle se déplace
On considére qu'un voyageur sur 500 porte sur lui un objet en vélo 9 fois sur 10. Sinon,

métallique et on admet que : elle ne se déplace en vélo
—lorsqu'un voyageur franchit le portique avec un objet métal- %j que 6 fois sur 10. D= :
lique, la probabilité que le portique sonne est égale 4 0,98 ; La probabilité qu'une journée soit ensoleillée, dans la ville ot
- lorsqu'un voyageur franchit le portique sans objet métallique, &/ F| habite Romane, est notée p. Pour une joumée donnée, on note :

la probabilité que le portique ne sonne pas est aussi égale  0,98. J - E I'événement « La journée est ensoleillée » ;

1. a. Déterminer la probabilité que le portique sonne. =V Févénement«Romane se déplace en vélo ».

b. Déterminer la probabilité d’avoir un « faux-positif », c'est- 1. Construire Iarbre pondéré représentant a situation.
a-dire la probabilité que le passager ne porte pas d'objet 2. Montrer que la probabilité que Romane se déplace en vélo
métallique et que le portique sonne. lors d'une journée donnée est P(V) =0,3p + 0,6.

2. a. Si le portique sonne pour un passager, quelle est la pro- 3. On constate que dans 67,5 % des cas, cest en vélo que

11
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Romane se déplace entre son domicile et son lieu de travail.
a. Caleuler la valeur de p.

b. Sachant que Romane sest déplacée en vélo, montrer que
la probabilité que la journée soit ensoleillée est%.

Exercice 10. 10 (Nvlle Calédonie ST2S 11.17)

Un test de dépistage d’'une maladie a été élaboré par une
entreprise pharmaceutique. Pour étudier sa fiabilité, on
soumet a ce test une population comportant des
personnes malades et des personnes saines.

On sait que dans la population testée :

- la proportion de personnes malades est de 85% ;

- parmi les personnes malades, 95% ont un test positif ;
- parmiles personnes saines, 75% ont un test négatif.
On choisit au hasard une personne dans la population
testée; on admet que chague personne a la méme
probabilité d'étre choisie. On note :

- M 'événement: « la personne est malade » ;

- T l'événement : « le test est positif ».

Dans cet exercice, la probabilité d’'un événement E est
notée p(E) ; la probabilité de I'événement E sachant que
I’événement F est réalisé est notée Pp(E); I'événement
contraire d'un événement E est noté non E.

1. Interpréter les données de I'énoncé pour déterminer
les probabilités p(M) ; py (T) et piz(T).

2. Traduire la situation par un arbre pondéré de
probabilités.

3. a. Exprimer par une phrase I'événement M N T.

b. Calculer p(M N T). En donner la valeur exacte.

4. Montrer que p(T) = 0,845.

5. On considére que le test de dépistage est fiable lorsque
la probabilité qu’une personne soit malade sachant que
son test est positif est supérieure ou égale a 0,95. Le test
est-il fiable?

Exercice 10. 11 (Amérique du Nord, ES, 05.11)

Dans cet exercice, les résultats seront arrondis, si
nécessaire, a 1073 prés.

On rappelle que si A et B sont deux événements d'un
ensemble probabiliste, avec A de probabilité non nulle, la
probabilité de B sachant A est le réel noté P, (B).
L'asthme est une maladie inflammatoire chronique des
voies respiratoires en constante augmentation.

En France les statistiques font apparaitre que, parmi les
adultes, environ 4 % des hommes et 5 % des femmes sont
asthmatiques.

Dans la population frangaise, on considére I'ensemble des
couples homme-femme.

Partie A Etude de I'état d’asthme du couple

On note:

- H/événement: « homme est asthmatique »,

- Flévénement: « La femme est asthmatique ».

1. Compléter 'arbre de probabilités ci-dessous.
F
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2. On note les évenements:

At « Aucun des deux adultes du couple n’est asthmatique »
B : « Un seul des deux adultes du couple est asthmatique »
C : « Les deux adultes du couple sont asthmatiques »
Montrer que:

P(A) = 0,912 ; P(B) = 0,086 ; P(C) = 0,002.

Partie B Etude de |a transmission de I'asthme au premier
enfant

Les études actuelles sur cette maladie montrent que :

- Si aucun des parents n’est asthmatique, la probabilité
que leur enfant soit asthmatique est de 0,1.

- Si un seul des parents est asthmatique, la probabilité
que leur enfant soit asthmatique est de 0,3.

- Si les deux parents sont asthmatiques, la probabilité
que leur enfant soit asthmatique est de 0,5.

On note E I'événement : « Le premier enfant du couple est
asthmatique »

1. Compléter I'arbre de probabilités ci-dessous.
E

m|

B

/\

m

C
E
2. Montrer que P(E) = 0,118.
3. Calculer Pg(A) et interpréter le résultat.
Déduire Pz (A) et interpréter le résultat.
4, Quelle est la probabilité qu’un enfant non asthmatique
ait au moins un de ses parents asthmatiques ?

Exercice 10. 12 (Ploynésie, TS 06.11)

Un joueur débute un jeu vidéo et effectue plusieurs parties
successives.

On admet que :

- Laprobabilité qu’il gagne la premiére partie est de 0,1 ;
- ¢l gagne une partie, la probabilit¢ de gagner la
suivante est égale 2 0,8 ;

- Sl perd une partie, la probabilité de gagner la suivante
est égale 3 0,6.

On note, pour tout entier naturel 7 non nul :

- G, I'événement « le joueur gagne la n-iéme partie » ;
- py la probabilité de I'événement G,,. ‘
Onadoncp; =0,1.

1. Montrer que p, = 0,62. On pourra s’aider d’un arbre
pondéré.

2. Le joueur a gagné la deuxieme partie. Calculer la
probabilité qu’il ait gagné la premiere.

3. Calculer la probabilité que le joueur gagnhe au moins
une partie sur les trois premiéres parties.

4. Montrerque, Vn € N*, ppyy = %p" + %

n
5. Onadmetque¥n € N*, p, =%—?(§) )

a. Conjecturer le comportement de (p,) quand n tend
vers +oco,
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b. Proposer un algorithme donnant la valeur du premier
entier n tel que % —-p, <1077,

Exercice 10. 13 (Antilles Guyane, TS 09.13)

Le robot Tom doit emprunter un pont sans garde-corps de

10 pas de long et de 2 pas de large. Sa démarche est tres

particuliére :

- Soitil avance d’un pas tout droit ;

- Soit il se déplace en diagonale vers la gauche
(déplacement équivalent & un pas vers [a gauche et un
pas tout droit) ;

- Soit il se déplace en diagonale vers la droite
(déplacement équivalent a un pas vers la droite et un
pas tout droit).

On suppose que ces trois types de déplacement sont

aléatoires et équiprobables.

L'objectif de cet exercice est d’estimer la probabilité p de

I'événement S : « Tom traverse le pont » ¢’est-a-dire « Tom

n’est pas tombé dans I'eau et se trouve encore sur le pont

au bout de 10 déplacements ».

Partie A : modélisation et simulation

On schématise le pont par un rectangle dans le plan muni

d’un repére orthonormé (0, I, J) comme I'indique la figure

ci-dessous. On suppose que Tom se trouve au point de
coordonnées (0;0) au début de la traversée. On note

(x;y) les coordonnées de la position de Tom aprés x

déplacements.

-2 4
On a écrit I'algorithme suivant qui simule la position de
Tom au bout de x déplacements :

X, y,n sont des entiers

Affecter a x1a valeur 0

Affecter 2 y la valeur 0

Tantquey > -lety<letx<9
Affecter & n une valeur choisie au hasard entre -1, 0 et 1
Affecter a y la valeur y +n
Affecter & x lavaleur x+ 1

Fin tant que

Afficher «la position de Tom est» (x; )

Exercices

1. On donne les couples suivants: (—1;1) ; (10;0) ;
(2;4);(10;2).

Lesquels ont pu étre obtenus avec cet algorithme ? Justifier
la réponse.

2. Modifier cet algorithme pour qu’a la place de « la
position de Tom est (x ; ¥) », il affiche finalement « Tom a
réussi la traversée » ou « Tom est tombé ».

Partie B

Pour tout n entier naturel compris entre 0 et 10, on note :
- A, lévénement « aprés n déplacements, Tom se
trouve sur un point d’ordonnée —1 » ;

- B, l'événement « aprés n déplacements, Tom se
trouve sur un point d’ordonnée 0 » ;

- G, I'événement « aprés m déplacements, Tom se
trouve sur un point d’ordonnée 1 ».

On note a,, by, c, les probabilités respectives des
événements 4,, B, et C,,.

1. Justifierqueay = 0,by =1, ¢y = 0.

2. Montrer que pour tout entier naturel n compris entre

_ aptby
n+1 —
Oet9,0ona _ utbbion
n+1 — 3

On pourra s’aider d’un arbre pondéré.

3. Calculer les probabilités p(4;), p(B,) et p(C,).

4. Calculer la probabilité que Tom se trouve sur le pont au
bout de deux déplacements.

5. Al'aide d’un tableur, on a obtenu la feuille de calcul ci-
dessous qui donne des valeurs approchées de a,,, by, ¢,
pour n compris entre 0 et 10.

Donner une valeur approchée 4 0,001 prés de la probabilité
que Tom traverse le pont (on pourra s’aider du tableau ci-
contre).

Gp b, Cn

0 1 0
0,333333 | 0,333333 | 0,333333
0,222222 | 0,333333 | 0,222222
0,185185 | 0,259259 | 0,185185
0,148148 | 0,209877 | 0,148148
0,119342 | 0,168724 | 0,119342
0,096022 | 0,135802 | 0,096022
0,077275 | 0,109282 | 0,077275
0,062186 | 0,087944 | 0,062186
0,050043 | 0,070772 | 0,050043
0,040272 | 0,056953 | 0,040272

S|elmve|lalelwivo~olx

Caractériser I'indépendance

Exercice 10. 14 (57 p 292)

On lance un dé cubique bien équilibré dont les faces sont
numeérotées 1, 2,3, 4,5 et 6.

On considére les événements suivants :

~ A1« le nombre obtenu est pair »;

- B «le nombre obtenu est un multiple de trois » ;

~C:«le nombre obtenu est inférieur ou égal a trois ».

1. Les événements A et B sont-ils indépendants 7

2. Répondre a la méme question pour les événements A et C,
puis pour les événements B et C,

Exercice 10. 15 (58 p 292)
Une enquéte a été effectuée sur le temps de parcours

13

quotidien entre le domicile et le lieu de travail des employés
d’une entreprise composée de 3 services que I'on noteraa, b
et c. Les résultats sont dans le tableau ci-dessous :

Service a b |[ c [ Total '
AL ! A |

Temps de trajet \
inférieur 4 30 min 8 Ul \' = 4400 %

SR S .
Temps de trajet ’
supérieur & 30 min i3 ZiZ ; jg ‘ 1?0 | Sﬁ) |
Total 450 | 250 | 300 | 1000 |

On choisit au hasard un employé de cette entreprise et on
considére les événements suivants :
A: «'employé fait partie du servicea »;
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B : « 'employé fait partie du service b » ;

C: «l'employé fait partie du servicec »;

M «I'employé réside a moins de 30 minutes de I'entreprise ».
1. Les événements A et M sont-ils indépendants ?

2, Les événements B et M sont-ils indépendants ?

Exercice 10. 16 (38 p 289)

A et B désignent deux événements de

I'ensemble des issues d'une expérience aléatoire.

1. La proposition « Si les événements A et B sont indépendants,
alors les événements A et B sont eux aussi indépendants »
est-elle vraie ?

2. Enoncer la contraposée de la proposition précédente. Cette
contraposée est-elle vraie 7

Exercice 10. 17 (59 p 289)

Un circuit électronique intégre deux composants
identiques numérotés 1 et 2. On note D, I'événement « le
composant 1 est défaillant avant un an » et on note D,
I'événement « le composant 2 est défaillant avantun an ».
On suppose que les deux événements D, et D, sont indé-
pendants et que P(D,;) = P(D,) = 0,39.

Deux montages possibles sont envisagés :

Circuit en série B

—

Circuit en parallele A

1. Lorsque les deux composants sont montés « en paralléle »,
le circuit A est défaillant uniquement si les deux composants
sont défaillants en méme temps. Calculer la probabilité que
le circuit A soit défaillant avant un an.

2. Lorsque les deux composants sont montés « en série »,
le circuit B est défaillant dés que I'un au moins des deux
composants est défaillant. Calculer la probabilité que le
circuit B soit défaillant avant un an.

Exercice 10. 18 (62 p 289) Cal, 2, 6
Lors d'un test de
sélection, un QCM est
proposé aux candidats.
Ce QCM comporte
deux gquestions qui ont
chacune 3 réponses pos-
sibles parmi lesquelles
une seule est juste.

Un candidat répond au
hasard & ce QCM.

1. Représenter les différentes issues possibles de cette expé-
rience aléatoire & |'aide d'un arbre pondéré ou d'un tableau de
probabilités 1 ~
2. En déduire la probabilité pour que le candidat ait au moing
une réponse juste. e—
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Exercice 10. 19 (64 p 289) Cal, 2, 6

Une coccinelle se déplace aléatoi- C
rement sur les sommets d'un triangle
ABC. Elle part du sommet A puis vole vers
un autre sommet. Son déplacement se
fait 2 fois sur 3 dans le sens des aiguilles
d'une montre et 1 fois sur 3 dans le sens
inverse des aiguilles d'une montre.

On s'intéresse aux deux premiers déplacements.

1. Représenter les différentes issues possibles de cette
expérience aléatoire a I'aide d'un arbre pondéré ou d'un tableau
de probabilités.

2. Quelle est la probabilité que la coccinelle soit revenue a son
point de départ au bout des deux premiers déplacements ?

A B

Exercice 10. 20 (Polynésie TS, 06.12) Cal, 2, 4

On désigne par x un réel appartenant a I'intervalle [0 ; 80].

Une urne contient 100 petits cubes en bois dont 60 sont

bleus et les autres rouges.

Parmi les cubes bleus, 40 % ont leurs faces marquées d’un

cercle, 20 % ont leurs faces marquées d’un losange et les

autres ont leurs faces marquées d’une étoile.

Parmi les cubes rouges, 20 % ont leurs faces marquées d’un

cercle, x % ont leurs faces marquées d’un losange et les

autres ont leurs faces marquées d’une étoile.

On tire au hasard un cube de 'urne.

1. Démontrer que la probabilité que soit tiré un cube

marqué d’un losange est 0,12 + 0,004x.

2. Déterminer x pour que la probabilité de tirer un cube
marqué d’un losange soit égale a celle de tirer un cube
marqué d’une étoile.

3. Déterminer x pour que les événements « tirer un cube
bleu » et « tirer un cube marqué d’un losange » soient
indépendants.

4. On suppose dans cette question que x = 50. Calculer

la probabilité que soit tiré un cube bleu sachant qu’il est

marqué d’un losange.

Exercice 10. 21 (Réunion, TES, 06.11)Cal, 2, 4, 6

En vue de sa prochaine brochure d'information sur les
dangers d'internet un lycée a fait remplir un questionnaire
a chacun des 2 000 éléves, répartis dans les sections de
seconde, premiére et terminale.

On obtient la répartition suivante :

- un quart des éleves est en terminale ;

- 35% des éléves sont en premiére ;

- tous les autres sont en seconde ;

- parmi les éleves de terminale, 70 %
régulierement internet;

- 630 éleves sont des éléves de premiere qui utilisent
régulierement internet.

- 1740 éleves utilisent régulierement internet.

Cette enquéte permet de modéliser le choix d'un éléve du

utilisent

lycée.
On choisit au hasard un questionnaire d'éleve en
supposant que ce choix se fait en situation

d'équiprobabilité. On note :

- Sl'événement « le questionnaire est celui d'un éléve en
classe de seconde »

- E I'événement « le questionnaire est celui d'un éléve
en classe de premiére »
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- T I'évenement « le questionnaire est celui d'un éléve en
classe de terminale »

- Il'événement « le questionnaire est celui d'un éléve
qui utilise réguliérement internet »

1. Compléter le tableau d'effectifs donné ci-dessous.

2nd ére Term Total

Utilise internet
régulierement

N’utilise pas internet
régulierement

Total

2. Déterminer la probabilité d'obtenir le questionnaire
d'un éléve de seconde qui utilise régulierement internet.
3. Calculer Pr(1) et interpréter ce résultat & I'aide d'une
phrase.

4. Calculer la probabilité que le questionnaire choisi soit
celui d'un éléve qui n'utilise pas internet

5. Le questionnaire est celui d'un éléve qui utilise
régulierement internet.

Montrer que la probabilité que ce soit le questionnaire
d'un éléve de premiére est égale ;—;.

6. On choisit au hasard, successivement et avec remise,
trois questionnaires. Quelle est la probabilité que, parmi
les trois questionnaires, un exactement soit celui d'un
éleve utilisateur régulier d'internet ? On en donnera |3
valeur arrondie au milliéme.

Exercice 10. 22 (Métropole, TES, 06.11) Cal, 2, 4, 6

Une chaine de production d’'une usine fabrique des
vétements pour nourrissons. Une étude statistique a
montré que:

- 12 % des vétements fabriqués ont un défaut dans la couleur,
- parmiles vétements ayant un défaut dans la couleur, 20 %
ont un défaut dans la forme,

- parmi les vétements n’ayant pas de défaut dans Ia
couleur, 8 % présentent un défaut dans la forme.

On appelle C I'événement « le vétement présente un
défaut dans la couleur» et C I'événement contraire.

On appelle F I'événement « le vétement présente un
défaut dans la forme» et F I’événement contraire.

Un employé choisit un v8tement au hasard, dans un lot de
vétements fabriqués et conformes & I'étude statistique ci-
dessus.

1. Traduire les données de I'énoncé a laide d’un arbre
pondéré.

2. a. Caleuler la probabilité que le vétement choisi ait un
défaut dans la couleur et un défaut dans la forme.
.Calculer la probabilité que le vétement choisi ait un défaut dans
la forme.

¢. LesévenementsC et F sont-ils indépendants ? Justifier.

3. Le directeur de I'usine affirme que 92% des vétements
fabriqués ne présentent aucun défaut.

Cette affirmation est-elle correcte ? Expliquer.

4. Les employés de l'usine sont autorisés a acheter des
vétements a tarif préférentiel.

L'un d’entre eux choisit au hasard trois vétements. Le nombre de
vétements fabriqués est suffisamment grand pour considérer que
les trois choix sont indépendants.

Quelle est la probabilité pour qu’aucun de ces trois vatements
choisis ne présente de défaut ?
Lerésultatseraarrondia 1073,
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Exercice 10. 23 (Métropole, ST2S, 06.17) Cal, 2, 4, 6

La corpulence est mesurée a partir de I'indice de masse
corporelle (IMC) qui est égal au rapport entre la masse (en
kilogramme) et le carré de la taille (en métre). Les individus
dont I'IMC est supérieur 3 30 sont considérés comme
obéses.

On a réalisé en 2006 une étude a I'aide de questionnaires
sur une population d’individus 4gés de 21 & 59 ans.

Partie A,

Dans cette partie, on choisit un questionnaire au hasard
parmi ceux des femmes interrogées.

On note E I'événement : « le questionnaire choisi
correspond a une personne ayant un emploi ».

On note O I'événement : « le questionnaire choisi
correspond a une personne considérée comme obése »,
Selon les données de 2006, on sait que :

- leffectif total des femmes interrogées est de 2685,
dont 1920 ont un emploi;

- 10,6% des femmes interrogées sont considérées
comme obéses ;

- parmi les femmes considérées comme non obéses,
72,7% ont un emploi.

1. On arrondira les résultats a I’entier le plus proche.

a. Justifier que le nombre total de femmes considérées
comme obeéses est égal & 285 et que les femmes
considérées comme non obéses et ayant un emploi sont au
nombre de 1745,

b. Compléter le tableau suivant.

Obése Non obése Total
Ayantun
emploi /,?5 /[ ?é.)’ 79Ld
N’ t
d':rrﬂapr}oras 110 ;fj '1{,(
Total o 285 {elo 2 685

2. Dans les questions suivantes, les résultats seront
arrondis au milliéme.

a. Calculer la probabilité de I’événement E.

b. Calculer la probabilité de I'événement 0.

¢. Décrire par une phrase I'événement E N O et calculer
la probabilité de cet événement.

d. Justifier que les événements E et O ne sont pas
indépendants.

3. Etude de Iinfluence de la corpulence sur le taux
d’emploi des femmes en 2006 (les probabilités seront
arrondies au millieme).

a. Calculer la probabilité que le questionnaire choisi
corresponde & une femme ayant un emploi sachant qu’elle
est considérée comme obése.

b. Déterminer la probabilité Pg(E).

¢. En considérant les résultats précédents, que peut-on
dire de I'influence de la corpulence sur le taux d’emploi des
femmes en 2006 ?

Partie B

Dans cette partie, on choisit un questionnaire au hasard
parmi ceux des hommes interrogés.

On reprend les mémes notations pour les événements que
dans la partie A.

On admet que les probabilités associées a cette expérience
aléatoire sont représentées a I'aide
de I'arbre de probabilité suivant :
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0,839 E
o) —
oeT~F

0,095

E

0,83
0,905 -5/
Iy e

1. Par lecture de l'arbre, donner la probabilité qu’un
gCLER S

homme ait un emploi sachant qu’il est considéré comme
non obése.

2. Lerapportd’étude conclut qu’il n'y a pas d’influence de
la corpulence sur le taux d’emploi des hommes en 2006.
Comment peut-on le justifier a I'aide de I'arbre précédent
?

Exercice 10. 24 (Hatier 110 p 308) Al
On a représenté clcontre ¥4
un carré OABC et la fonc-
tion carré. On a hachuré 11
la partie du carré située

sous la parabole. as
1. On prend au hasard '

un point M{x ; y) dans le :
carré QABC, d'aire une S T
unité.

a. A quel intervalle appar-
tiennent les nombres réels x et y ?

16
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b. Quelle condition doivent vérifier x et y pour que le point
M soit situé dans la partie hachurée ?

2. On souhaite estimer I'aire de la partie hachurée. Pour
y parvenir, on prend au hasard 1 000 points dans le carré
OABC et on détermine la proportion des points apparte-
nant a la partie hachurée.

a. Recopier et compléter |'algorithme ci-dessous afin de
déterminer cette proportion P.

Ce0

Pour k allant de 14 ...
X & un nombre réel compris entre ...
¥ < un nombre réel compris entre ...
Si..alors Ce C+1
Fin S

Fin Pour

Pe...

DN P WN

b. Programmer |’algorithme et donner une estimation de
I'aire de la partie hachurée.
¢. Comment obtenir une meilleure estimation ?

3. On considére le quart de disque de centre O et de
rayon 1, situé dans le carré OABC, noté D.
a. Quelle est I'aire du quart de disque D ?
b. Le cercle de centre O et de rayon 1 a pour éguation
x2 + y2 = 1. Recopier et compléter la phrase :

« Un point M(x ; y) appartient au quart de disque D

si et seulement si x? + )2 .., 1. »

c. Rédiger un algorithme qui permet d'obtenir une esti-
mation du nombre .
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11 Variables aléatoires 1 Définir et exploiter la loi de probabilité d’une variable aléatoire

On considére une expérience aléatoire associée & un univers fini sur lequel on a définit une loi de probabilité P.

Définition 11. 1 )

variable aléatoire

Une variable aléatoire X est une fonction définie sur Q qui & chaque élément de Q associe un hombre réel.
Définir une variable aléatoire consiste donc a associer un nombre réel 3 chaque issue de I'expérience aléatoire.

Remarque
- Comme Q est fini, 'ensemble des valeurs prises par X est fini. On parle de variable aléatoire discréte.
- Sixy, ., x, sontles valeurs prises par X, on note :
- {X = x;}I'événement « X prend la valeur x; », c’est 4 dire 'ensemble des issues de O auxquelles on associe le réel x;
parX ;
- {X = x;}I'événement « X prend une valeur supérieure ou égale 3 x;», c'est a dire 'ensemble des issues de Q
auxquelles on associe un réel supérieur ou égal a x;.
On definit de maniére analogue les événements {X > x;}, {X < x;} et {X < x;).

1. Unrestaurant propose trois menus dont les prix respectifs sont 10 €, 12 € et 18 €. Il y a actuellement 100
clients dans le restaurant.
a. On choisit un client au hasard et on lui demande le prix de son menu. Quelle variable aléatoire peut-
on définirici ?
b. On choisit un menu au hasard et on s’intéresse au nombre de clients ayant choisi ce menu. Quelle
variable aléatoire peut-on définirici ?
2. Une urne contient 12 boules bleues, 2 boules vertes et 6 boules rouges, indiscernables au toucher. Le
joueur mise 5 € puis il tire une boule au hasard. Si la boule est verte il gagne 3 €, si elle est rouge if gagne
15 €, si elle est bleue il ne gagne rien.
On note X le gain algébrique d’un joueur & I'issue d’un tirage.

Exemple 11. 1

a. Quelles sont les valeurs prises par X ?
b. Quelle(s) issue(s) réalise(nt) I'événement {X = 10} ? Méme question pour {X < 0}.

Définition 11. 2 > =)

P(X = x;), loi de probabilité d’une VAD

- La probabilité de I'événement {X = x;} est la somme des probabilité des issues de £ auxquelles on associe le réel
Xi.

- Définir la loi de probabilité d’une variable aléatoire X c’est associer & chaque valeur X; prise par X la probabilité de

I'événement {X = x;}, notée P(X = x;).

A

Remarque
On représente souvent la loi de probabilité de X sous la forme d’un tableau.
e

Un jeu consiste & lancer deux fois de suite une pigce de monnaie.

On gagne 5 € a chaque fois qu’on obtient pile, on perd 2€ & chaque fois qu’on obtient face.

Soit X la variable aléatoire qui a chaque partie associe le gain (éventuellement négatif) obtenu a la fin.
1. Quelles sont les valeurs prises pas X ?

2. Déterminer laloi de probabilité de X,

3. Endéduire P(X < 3) puis P(X > 3).

Exemple 11. 2




11 Variables aléatoires 2 Déterminer 'espérance et I'écart type d’une variable aléatoire

Dans cette partie X est une variable aléatoire de loi de probabilité :

X X1 *n
p(X = x;) 2 Pn

Définition 11. 3 )

espérance
On appelle espérance mathématique de la variable aléatoire X le nombre réel :

n
E) = leipi = X1Py T XaPp + oo X Py
i=

Remarque

- Apres un grand nombre de réalisations de I'expérience aléatoire associée 2 X, la valeur moyenne prise par la variable
aléatoire X se rapproche de I'espérance de X. L'espérance mathématique d’une variable aléatoire X peut donc
s’interpréter comme le résultat moyen d’une expérience aléatoire sur un grand nombre de répétitions de cette
expérience aléatoire.

- Lespérance mathématique E(X) permet de mesurer le degré d’équité d’un jeu de hasard. On dit que le jeu est équitable
lorsque E(X) = 0, favorable au joueur lorsque E(X) > 0 et défavorable lorsque E(X) < 0.

Une urne contient des boules indiscernables au toucher : une boule rouge, trois boules vertes et six boules
bleues. Un jeu consiste a tirer une boule dans I'urne. Une boule de couleur rouge rapporte 10 €, une boule
de couleur bleue fait perdre 1 € et une boule de couleur verte ne fait rien perdre ni gagner.

Exemple 11. 3 . s ) s )
On appelle X la variable aléatoire correspondant au gain algébrique du jeu.
1. Déterminer la loi de probabilité de X.

2. Calculer 'espérance E(X) et interpréter le résultat.

(—C Définition 11. 43 ~

variance, ecart-type

- Lavariance de la variable aléatoire X le nombre réel, noté V (X), donné par :
Jh 2 2 2 2
VXx) = _lei(xi —EMX) =pi(x: —E@) + 202 = E())" oo + 1 (30 — E(x))". j
i=

- L'écart type de la variable aléatoire X le nombre réel, noté g (X), donné par:

a(X) = JV (). )

N

Remarque

- Aprés un grand nombre de réalisations de I'expérience aléatoire associée 3 X, I'écart type de la série statistique que 'on
obtient se rapproche de I'écart type de X.

- Comme en statistique descriptive, I'écart type mesure la dispersion : plus il est faible plus les valeurs tendent & &tre
regroupées autour de I'espérance, plus il est grand plus elles tendent & étre dispersées autour de I'espérance.

- Lespérance E(X) et I'écart type o(X) ont la m&me unité que les valeurs x;.

Soit X la variable alétoire donnée dans I'exemple précédent.

Calculer la variance V(X) et I'écart type cr(X) P ———— ;l‘m.w

- Wcé/oouf/\%( / ‘*FXMI

Exemple 11. 4

Propriété 11. 1

Soient a et b deux réels.
E(aX+b)—a (X)+b

PO

V(aX + b) = a?V(X) o(aX + b) = |alo(X)

: /“'/-'4/‘.:%% L

Les régles du jeu de I'exemple 11. 3 changent : on mise 2 € et on multiplie le gain algébrique par 3.
Exemple 11. 5 | On appelle Y la variable aléatoire correspondant au gain algébrigue de ce nouveau jeu.

Calculer E(Y) et o(Y) puis comparer les deux jeux.



11 Variables aléatoires 3 Modéliser une situation a |'aide d’une variable aléatoire

Modéliser une situation, c’est I'exprimer de maniére simple dans un cadre qui permet le raisonnement. La modélisation est
le nom que I'on donne a la fois au fait de modéliser et au résultat de cette action. Les mathématiques sont un cadre qui
permet le raisonnement et une modélisation mathématique est une modélisation dans ce cadre. Une situation peut-étre
modélisée de multiples fagons différentes. La modélisation en tant que résultat est, elle-mé&me, une situation qui peut &tre
modélisée a son tour. On peut ainsi opérer plusieurs modélisations de maniére successives 3 partir d’'une seule situation
initiale. Voici un exemple de deux modélisations successives d’une situation réelle dont la derniére étape est une
modélisation mathématique.

Situation réelle Modélisation physique Modélisation mathématique

La réalité intangible d’'une Une baignoire d’une capacité
e . . . & ; p Soit f la fonction définie sur
baignoire qui se remplit. de 150 L se remplit & raison de
. ] R, par f(x) = 15x. Quelle est
Au bout de combien de 15 L par minute. Au bout de .
1 S| i la plus petite valeur de x pour

temps pourra-t-on profiter | Con_"l ien de temps est-elle laquelle f(x) = 150 ?
d’un bain ? , pleine ?

Dans le cadre mathématique on résout I'équation f(x) = 150 et on trouve x = 10. On conclut que la baignoire
sera pleine au bout de 10 minutes en repassant a la modélisation physique. On peut alors conclure qu’on pourra
profiter du bain dans une dizaine de minutes.

Z [ (I

Yo 110

£-1¢7 +ZYX;3:
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11 Variables aléatoires Expérimentations

Simuler une variable aléatoire avec Python

Partie A. De quoi s'agit-il ?

Répéter 10 fois, 100 fois, 10 000 fois une expérience aléatoire par simulation, cela se fait trés facilement
avec Python. Nous pourrons ainsi observer le « comportement » du hasard sur un grand nombre de répé-
titions d’épreuves aléatoires.

Partie B. Un exemple

Un jeu consiste a lancer un dé équilibré. On note X la variable aléatoire qui vaut 1 si on obtient un 6
et qui vaut 0 si on n'obtient pas un 6. Nous allons simuler 1 000 répétitions de ce jeu et enregistrer les
1 000 valeurs prises par X dans une liste.

1. Simulation de lavariable aléatoire

la bibliothéque random donne accés a la commande ran- -
dint (1,6) quirenvoie un entier aléatoire entre 1 et 6. C'est une 1 from random import randint

F A ’ . B gL 3 2 %= 1 if randint(1,6)==6 else ©
simulation d’un lancer de dé équilibré. On peut alors obtenirla | 5 ,rine(x)
valeur x de X correspondante a Uaide d’une affectation condi- “——— -

tionnelle, comme lindique le programme ci-contre :
2. Simulation de 1 000 répétitions

a. Analyser le programme Python ci-contre | | from randon tmport randint
et expliquer pourquoi il permet de simuler | 2 L={1 if randint(1,6)==6 else @ for k in range(1620)]
1 000 lancers de dé équilibré.

b. A votre avis, quelle devrait étre la fréquence d’apparition du 1dans la listeL?

Application 1

Faire une simulation, sur 1 000 lancers de dé, de la variable aléatoire indiquant le gain aujeu suivant: on
lance un dé, si le résultat du lancer est un nombre pair i, on gagne i euros, si c’est un nombre impairj, on
perd 2(j~1) euros.

INDICATION
En Python, Uinstruction if x%2==0 permet de savoir si x est divisible par 2.

Application 2

On effectue 20 tirages successifs d’'une boule au hasard avec remise dans une urne contenant 6 boules
rouges et 4 boules noires, On considére la variable aléatoire X qui indique le nombre de boules rouges
obtenues.

ExPhquer pourquor le programmeé 1 from random import randint

ci-contre permet de simuler une |  print(sum([1 if randint(1,1@)<7 else @ for k in range(20)1))
telle expérience.

Application 3
On choisit un nombre x au hasard dans Uintervalle [0 ; 1[. X est la variable aléatoire qui vaut 3six?2<0,5
et quivaut-3 six?=0,5.

1. Ecrire un programme avec Python qui simule cette variable aléatoire X.

2. En déterminant Uensemble des solutions de x2 < 0,5 sur [0; 1[, démontrer que P(X=3) = %
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Moyenne d’un échantillon de taille # d’une variable aléatoire
Partie A. De quoi s’agit-il ?

Nous avons vu, dans 'expérimentation 1, des exemples de simulation dune variable aléatoire avec
Python. Si on répéte 1 000 fois une telle simulation, on obtient un échantillon de taille 1 000.

Cest-a-dire que 'on peut obtenir une liste de 1 000 valeurs Xj. Zx
Rappelons que la moyenne m d’un tel échantillon est alors donnée par la formule m =1W(;'

Partie B. Un exemple

Une précision : si une liste ne contient que des nombres, l'instruction sum(L) permet d’obtenir la somme
des termes de la liste.
On appelle S lavariable aléatoire égale 2 la somme des faces obtenues quand on lance trois dés équilibrés,

1. Expliquer pourquoi le programme suivant permet d'afficher 1 000 simulations de S :

1 from random import randint
2 S=[randint(1,6)+randint(1,6)+randint(l,6) for k in range(1000)]

3_¥h25}nt£§2 - B B B ) B
2.a. Que permet d’obtenir le programme ci-contre ? 4 def m(s):
b. Calculer la moyenne d’un échantillon de taille 1000 deS. 5 return sum(s)/len(s)
Application 1

Onappelle Slavariable aléatoire égale 3 la somme des faces obtenues quand on lance deux dés équilibrés.
1. Ecrire un programme Python qui permet d’afficher 10 000 simulations de S.
2. Calculer la moyenne de cet échantillon.

3. Ecrire un programme Python qui crée un échantillon de taille n de S, valable pour tout entier naturel n
non nul.

Application 2

On tire quatre cartes avec remise dans un jeu de 32 cartes. On note X la variable aléatoire qui compte le
nombre de cartes « coeur » obtenues.

1. Simuler la variable aléatoire X 2 l'aide d'un programme Python.
2, Obtenir un échantillon de X de taille 10 000.
3. Calculer la moyenne de cet échantillon.

Application 3
1. Expliquer ce que réalise le programme Python suivant :

[ RAPPEL
Linstruction random () renvoie un
nombre réel aléatoire de [0: 1[.

1 from random import random
2 X=[1 if random()**2¢@.5 else @ for k in range(1ee0)]
3 print(sum(X)/1000)

2. Lancer le programme et indiquer la valeur obtenue.
REMARQUE
V2

On pourra constater que la valeur obtenue est proche de R
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Distance entre la moyenne
d’un échantillon d’une variable aléatoire
et son espérance

Partie A. De quoi s'agit-il ?
Le bon sens permet de penser qu’en langant 60 fois

un dé non truqué, on obtiendra en moyenne
10 fois le 6.

Cette valeur théorique, qui indique le nombre
moyen d’apparitions du 6, correspond a la notion
d’espérance. On con¢oit qu’en réalisant un échan-
tillon simulé, la moyenne m observée sur cet

échantillon n’est pas exactement égale a %g

Nous allons étudier sur quelques exemples les
écarts obtenus entre la moyenne m et l'espérance.

Partie B. Un exemple : tirage de boules

Une urne contient 10 boules numérotées de 0 a
9. Un jeu consiste & prendre une boule au hasard
dans cette urne et a noter son numéro b. On note
X la variable aléatoire définie ainsi :

X=1 s b<3;
X=2 si 2<b<é6;
X=3 s b<b
3

On voit que P(X=1)=%;P(X=2)=_ia

etP(X=3)==T46.

1. Vérifier que E(X) = 2,1.
2. Voici un programme en Python:

1 from random import randint
2 =]

3 for Kk in range(10000):
4 b=randint(e,9)

5 if e<=b¢3:

6 L.append(1)

7 if 2<bes:

8 L.append(2)

9 if 5¢<b:

10 L.append(3)
11 print(sum(L)/10000)

Expérimentations

Analyser le programme ci-dessus et expliquer
pourquoi il permet d’obtenir la moyenne d’un
échantillon. Préciser la taille de cet échantillon.

3. Lancer ce programme plusieurs fois et compa-
rer les résultats obtenus avec la valeur de E(X).

Application 1

On lance trois fois de suite une piéce de mon-
naie, on note X la variable aléatoire indiquant le
nombre de pile obtenus.

1. Construire un arbre pondéré décrivant cette
situation.

2. En déduire la loi de X.
3, Vérifier que E(X) = %

4. Ecrire un programme Python qui crée un échan-
tillon simulé de taille 10 000 de X et qui renvoie la
moyenne m de cet échantillon.

5. Lancer ce programme 10 fois et compléter le
tableau ci-dessous.

Que peut-on dire des écarts observés ?

Echantillon| 1|2 |3|4|5|6|7 (8|9 |10

Moyenne m
Distance

|m —E(X)]

Application 2
On lance 5 fois de suite une piéce de monnaie.

On noteX lavariablealéatoire indiquant le nombre
de pile obtenus.

On peut démontrer que EX)=2,5.

1. Ecrire un programme Python qui crée et renvoie

la moyenne d’un échantillon de taille 500 puis
d’un échantillon de taille 5 000.

2. Que peut-on dire des distances entre les moyennes
de ces échantillons et E(X) ?
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Simuler N échantillons de taille n d'une variable aléatoire
Partie A. De quoi s’agit-il ?

Nous allons étudier sur des exemples dans quelles proportions une moyenne observée sur un échantillon
simulé d’une variable aléatoire peut s’écarter de l'espérance (notée ).

Partie B. Un exemple

Supposons que l'on jette une pigce de monnaie non truquée et considérons la variable aléatoire X qui
associe a PILE le nombre 1 et & FACE le nombre—1.

1. Vérifier que E(X) = 0 et que l'écart-type de X est égala 1.

2. Effectuons n lancers de la piéce et calculons la moyenne de cet échantillon, c’est-a-dire, en notant x;

=N
T
les valeurs de X (ici 1 ou ~1), Z";L! On congoit intuitivement que la moyenne de U'échantillon doit étre

proche de 0 ; d’autant plus proche que n est grand.
a. Expliquer pourquoi le programme [

Python c%contre p?"“et de simuler L=[1 if randint(1,2)==1 else -1 for k in range(1e0)])
un échantillon de taille n= 100 de X et print(L)

permet d‘obtenir la moyenne d'un tel | 4 print(sum(L)/100)

échantillon.

b. Lancer le programme et comparer la valeur obtenue avec E(X).

3. On se propose & présent de simuler N échantillons de taille n = 100. Notons my, iy, ..., my les moyennes
de ces échantillons. En théorie des probabilités, on s’intéresse au probléme suivant :

(1) «Quelle est la proportion des m; qui appartiennent 3 lintervalle [n- %_9_ T ZTG] ?%»
n n

C'est-a-dire, ici, puisquepn =0, =1,

from random import randint

W N =

n=100, quelle est la proportion des m; qui appartiennenta [ -—-1% 7 :—125] o
a. Analyser le programme ci-contre from random import randint

et expliquer pourquoi il permet de
répondre a cette question.

b. Faire tourner ce programme pour
N =1 000 etvérifier que la proportion
obtenue est voisine de 0,95.

def m():
L=[1 if randint(1,2)==1 else -1 for k in range(1e8)]
m=sum(L)/100
return m

N=int(input(“nombre d‘échantillons ?"))

L1=[m({) for k in range(N)]

L2=[u for u in L1 if -0.2¢=u<=0.2]

print(len(L2)/N)

LR NN bW

Application

On choisit une personne au hasard dans la population d’un pays. On estime que la probabilité que cet
individu soit atteint d'une maladie M est égale 2 0,1. On considére la variable aléatoire X suivante :
X=1s5ila personne est atteinte de la maladie M.

X=0si la personne n’est pas atteinte de la maladie M.

1. Calculer E(X) et oy.

2. Ecrire un programme Python qui permette de répondre au probléme (1) de la question 3 de l'exercice
précédent ci-dessus dans le cas n =500 et N= 1 000,
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Activité 1 : variable aléatoire

Un joueur tire au hasard une carte dans un jeu de 32 cartes.

1l a
b.
c.

Préciser 'ensemble Q de tous les résultats possibles de cette expérience aléatoire.
Quelle loi de probabilité peut-on choisir sur cet ensemble ?
Quelle est la probabilité de I'événement A : « obtenirun7,un8,un9ouun10»?

2. On convient que la mise est de 5 € et que le joueur gagne 5 £si la carte tirée est une figure, 10 € si c’est un as et 0 € dans

les autres cas.
A chaque issue de I'expérience est donc associé un gain algébrique, positif ou négatif. Appelons X la fonction qui réalise

cette association. Nous nommerons variable aléatoire une telle foncHot——————"" ¢ %) [ Jor gy
a. Sur quel ensemble est définie la variable aléatoire X ? ct’

b. Quel est 'ensemble des valeurs prises par X, c’est a dire I’ensemble des gains possibles ? 3 . _f

c. Onnote)X = —5}'événement « le gain est —5 € ». Calculer p(X = —5). )( -

d. Compléter le tableau suivant en calculant, pour chaque valeur x; prise par X, la probabilité p(X = xy).

e Xi -5 0 S',
F— x= ) % WA

e tableau définit une nouvelle loi de probabilité sur l6 nouvel ensemble E constitué des valeurs x; prises par X. Cette
oi de probabilité est appelée loi de probabilité de la variable aléatoire X.

3. La regle dujeu change. Elle est la méme que dans la quéétion précédente mais cette fois la somme est doublée lorsque la

carte est un coeur.
Cette régle permet de définir une nouvelle |oi de probabilité Y donnant le nouveau gain algébrique du joueur.

Déterminer, sous forme de tableau, la loi de probabilité de la variable aléatoire Y.

Activité 2 : espérance
Un jeu consiste a lancer un dé a six faces parfaitement équilibré. Si I'on obtient 1, 2, 3, 4 ou 5 on gagne un euro, si on obtient

six on perd cing euros.

1. Dans la feuille de calcul ci-dessous on a simulé 1 000 lancers de dé.

AR e = ¢ b |
1 | Numérosorti
2 6
33 ’ 3 fréquence pertesde5€:  0,1703
4 | 3 fréquence gainsde 1 €: 0,8297
51| 1
6 gain moyen : -0,0218

\I‘G’L

1

|
|

Quelle formule saisir dans la cellule A2 ?
Rappel :
. Une formule de calcul commence par « = » sinon le tableur interpréte I'entrée comme un texte a afficher ;
- ALEA.ENTRE.BORNES{min;max) renvoie un nombre entier aléatoire compris entre min et max.
Quelle formule saisir dans D3 ?
Rappel :
_ A2 fait référence au contenu de la case située a l'intersection de la ligne 2 et delacolonne A;
- NB.Sl(plage;critére) indique le nombre de cases de la plage correspondant au critére.
Par exemple NB.SI(A2:A6;2) indigue le nombre de 2 contenus dans les cases de la plage allant de A2 a A6.
Quelle formule saisir dans la cellule D4 ?

. Comment peut-on obtenir le gain moyen a partir des fréquences obtenues en D3 et D4 ? En déduire une formule a

entrer en D6.
Modifier les formules écrites précédemment, pour obtenir une simulation avec 10 000 puis 50 000 parties, et préciser
vers quelle valeur le gain moyen semble se stabiliser.

. Expliquer les fréquences trouvées en D3 et D4.

b. Soit X la variable aléatoire donnant le gain algébrique obtenu. Déterminer la loi de probabilité de X.

En déduire une facon d’estimer le gain moyen avec les données du probiéme, sans simulation. Ce gain moyen est
appelé espérance de la variable aléatoire X.

. Lejeu est-il équitable, favorable ou défavorable au joueur ?

10
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Exercices

1 Définir et exploiter la loi d’une variable aléatoire

Exercice 11. 1 (28 p 318)

Une boite contient quatre jetons marqués « 1 », « 2 »,
«3»,«4».0n entire un jeton au hasard. Sile nombre marqué
est pair, on gagne un nombre de points égal au double de ce
nombre. Et si le nombre marqué estimpair on perd un nombre
de points égal au nombre marqué.

Soit X la variable aléatoire qui, a chaque issue, associe le nombre
de points gagnés.

a. Quelle est I'issue qui permet de gagner 4 points ?

b. Quelle est I'issue qui correspond a I'événement (X = -3} ?
Quevaut P(X =-3)?

¢ Quelles sont les issues qui correspondent 3 'événement
X <4}7Quevaut P(X < 4)?

Exercice 11. 2 (34 p 318)

Soit X la variable aléatoire qui, a chaque éléve de 17, associe
le nombre de connexions un jour donné a I'ENT de son lycée.
La loi de X est donnée dans le tableau ci-dessous.

7Nombre7

=
|
| de connexions k 3 i 4

|
0\1’2;

PX=k) | 015 038|035 | a | 003

Indiquer si les affirmations sont vraies ou fausses, puis justifier,
a. La valeur de g est 0,09.

b. P(X<2)=0,88.

¢. La probabilité que I'éléve se connecte au moins une fois est
égale 3 0,47.

Exercice 11. 3 (41 p 319)

Un sac contient 26 jetons marqués chacun avec une

des 26 lettres de I'alphabet. On tire un premier jeton, puis un
second jeton sans remettre le premier dans le sac.

Ongagne 5 € parvoyelle tirée et on perd 1€ par consonne tirée.
a. Construire un arbre pondéré illustrant cette expérience,

b. Quelles sont les valeurs possibles du gain algébrique du
joueur?

¢. Déterminer [a loi de probabilité de la variable aléatoire qui,
a chaque tirage de deux jetons, associe le gain algébrique du
joueur.

Exercice 11. 4 (40 p 319)

Une machine est alimentée en résistances de

1 et 2 ohms. Elle doit souder successivement trois
résistances en série : deux résistances de 2 ohms puis une
de 1 ohm. Cette machine est déréglée et elle soude trois
résistances au hasard.

Un résultat est noté sous la forme d’un triplet. Par exemple,
le triplet (1,1,2) correspond au cas ol les deux premiéres
résistances soudées sont des résistances de 1 ohm et |a
troisidme est une résistance de 2 ohms.

On appelle X la variable aléatoire qui, & chaque triplet,
associe la somme des valeurs des trois résistances.
Donner la loi de probabilité de X,

Exercice 11. 5 (Livrescolaire 55 p 325)

La planche de Galton. Un joueur liche une bille sur une
planche inclinée sur laquelle sont plantés des clous
comme sur la figure ci-dessous.

\/\I/\2/\3/\¥/
A chaque clou rencontrd, (a bille passe indifféremment
a droite ou a gauche. En fin de parcours, elle tombe
dans l'une des cases numérotées de 0 3 4. Le numéro
de la case est donc le nombre de fois o la bille est
descendue a droite lors de son parcours.
1. Traduire cette situation par un arbre de probabilité.
2. Soit X la variable aléatoire qui au lancer d'une bille
associe le numéro de la case dans laquelle elle termine
son parcours. Déterminer la loi de probabilité de X.

Exercice 11. 6 (Livrescolaire 55 p 325)
On lance un dé icosaédrique,

dont les faces sont numérotées
de 1320, que l'on suppose bien
équilibré.

On marque :

* 2 points si le nombre obtenu est pair;

* 3 points si le nombre obtenu est premier ;

» 5 points si le nombre obtenu est un multiple de 5;

* 7 points si le nombre obtenu est un carré parfait.

Les points sont cumulables.

Soit X la variable aléatoire qui associe au lancer du dé
le nombre de points marqués par le joueur,

1. Déterminer la loi de probabilité de X .

2, En déduire P(X<5), P(3<X < 7) et P(X>7).

2 Espérance et écart type

Exercice 11. 7

On souhaite comparer deux jeux de hasard en étudiant
les variables aléatoires X et Y qui associent 3 chaque jeu
le gain correspondant en euros. Les lois de probabilité de
X etY sont les suivantes :

11

x; -2 1 2 5 10
X=x) | 1/4 1/3 1/4 | 1/12 | 1/12
Yi =5 1 2 5 10
Y=y) | 1/3 1/6 | 1/12 | 1/4 1/6
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1. Vérifier que les tableaux ci-dessus décrivent bien des
lois de probabilité.

2. Calculer E(X) et E(Y).

Interpréter |'espérance pour comparer les deux jeux.

3. Calculer g(X) eta(Y).

Quelle information supplémentaire peut-on déduire de
ces parametres ?

Exercice 11. 8 (CQFD 57 p 308)

Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur un
méme univers, de lois données par les tableaux ci-dessous
(incomplet pour laloide ) :

'Valeurs X de X -8 3 4

[ et 1 1 1

| Proﬁabllités [ | & | 3 i

| Valeurs y, de Y 0 2 5 8
 Probabilités p . (A lq«ZJ L A 4
. g8 107 4 479 7

1. Calculer 'espérance de X.

2. a. Recopler et compléter le tableau donnant la loi de Y.
b. Calculer £(Y).

3.Endéduire:  a. E(2X+Y) b. E(X~Y)
Exercice 11. 9 (Livrescolaire, 86 p 330)
On considére une variable aléatoire X dont

la loi de probabilité est donnée ci-dessous.

-10 ° 0 2 10 100

04 ° 025 0,2 01 0,05

On souhaite rédiger un programme avec Python qui
permette de calculer l'espérance, la variance et l'écart-
type de X.

1. Expliquer ce que calcule le programme suivant.
Quelle est la valeur finale de la variable S calculée ?

160)
8.2, 0.1,

X = [-10, 0, 2, 10,
P= [0.4, 0.25,

2.05]

(5):
S =5 + X[1] = P[i]
(S)

2. Compléter le programme pour qu'il calcule également
la variance de X et son écart-type.

Exercice 11. 10 (75 p 330)

Soit X une variable aléatoire prenant les valeurs -2, 0 et 1, et
dont I'espérance mathématique est nulle.

On sait de plus que PX=1)= %

1. Déterminer V(X).

2. Donner la loi de probabilité de X.

Exercice 11. 11 {Déclic, 90 p 365)

On donne ci-contre le tableau
résumant la loi de probabilité | %
d’une variable aléatoire X, | Pi
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Soit x un réel. On note f la fonc-
tion définie sur R par:
F@)=E((x-x))

1. Montrer que, pour tout réel x :

F(x)=x2=2(pyiy + pyxy ) x +( pixd + ppx3)
2. a. Justifier que f est un polyndme de degré 2 dont
on donnera les coefficients.
b. Montrer que f admet un minimum. En quelle valeur
est-il atteint ? Que représente ce minimum pour la
variable aléatolre X ?
3. Reprendre les questions précédentes pour une
variable aléatoire X prenant les valeurs x; avec une
prababilité p;, pour 1si<n,ol neN".

Exercice 11. 12 (sujet Cp 319)
Un jeu de hasard est formé d'un dispositif langant de fagon aléa-
toire une fléchette dans une cible ayant la forme ci-dessous.

58 [8[e[s[ss[s]s[s[s VNI

viv J\J!J B B‘B’B B|B|B|B|B
La fléchette atteint toujours une case et une seule. Les trente
cases, blanches (B), jaunes (J), vertes (V) ou rouges (R), ont
toutes la méme probabilité d'étre atteintes.
Si lafléchette atteint :
- une case rouge, le joueur gagne 8 euros ;
- Une case verte, le joueur gagne 5 euros ;
-~ une case jaune, le joueur ne gagne rien et ne perd rien ;
- une case blanche, le joueur perd a euros, la lettre a désigne
un nombre réel positif.

1. On note X la variable aléatoire représentant le gain algé-
brique du joueur (compté négativement quand il perd).

a. Donner la loi de probabilité de X,

b. Exprimer l'espérance mathématique de X en fonction de a.
¢. Calculer a pour que le jeu soit équitable, c'est-a-dire pour
que l'espérance E(X) soit nulle.

2. Un joueur est considéré comme gagnant sl a obtenu un
gain strictement positif.

a. Quelle est la probabilité p qu'un joueur gagne ?

b. Un joueur joue trois parties consécutives indépendantes.
Quelle est la probabilité qu'il gagne exactement 2 fois ?

Exercice 11. 13 (sujetB.p 319)

Dans un jeu, il s'agit de trouver la bonne réponse a une
question posée.

Les questions sont classées en trois catégories : sport, cinéma,
musique.

Dans chaque catégorie, il y a le méme nombre de questions.
Les trois catégories sont donc équiprobables.

Jeanne, fervente supportrice de ce jeu, est consciente
quellea:

-5 chances sur 6 de donner la bonne réponse sachant qu'elle
est interrogée en sport;

~2 chances sur 3 de donner la bonne réponse sachant qu'elle
est interrogée en cinéma;

-1 chance sur 9 de donner la bonne réponse sachant qulle
est interrogée en musique.
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Dans un jeu, il s'agit de trouver la bonne réponse & une
question posée.

Les questions sont classées en trois catégories : sport, cinéma,
musique.

Dans chaque catégorie, il y a le méme nombre de questions.
Les trois catégories sont donc équiprobables.

Jeanne, fervente supportrice de ce jeu, est consciente
quellea:

~ 5 chances sur 6 de donner la bonne réponse sachant quelle
est interrogée en sport ;

~ 2 chances sur 3 de donner la bonne réponse sachant quelle
est interrogée en cinéma ;

~ 1 chance sur 9 de donner la bonne réponse sachant quéelle
est interrogée en musique.

1. Jeanne participe a ce jeu et tire au hasard une question.
Déterminer la probabilité que :

a. la question soit dans la catégorie sport et qu'elle donne
la bonne réponse ;

b. sa réponse soit bonne a la question posée.

2, Pour participer a ce jeu, Jeanne doit payer 10 € de droit
d'inscription. Elle recevra ;

~ 10 € si elle est interrogée en sport et que sa réponse est
bonne;

- 20 € 5i elle est interrogée en cinéma et que sa réponse
est bonne ;

— 50 € si elle est interrogée en musigue et que sa réponse
est bonne;

—rien si la réponse qu'elle donne est fausse.

Soit X la variable aléatoire qui, a chaque partie jouée par
Jeanneg, associe son gain.

On appelle gain la différence en euros entre ce qu'elle recoit
et les 10 € de droit dinscription.

a. Déterminer la Ioi de probabilité de X.

b. Calculer l'espérance mathématique de X.

Jeanne a-t-elle intérét a jouer ?

Exercice 11. 14 (68 p 326)
Un jeu consiste a tirer dans la cible ci-dessous.

* La zone rouge est un cercle de rayon 10 cm.

* La zone orange est une couronne dont le grand rayon
est 30 cm.

* La zone jaune est une couronne dont le grand rayon
est 50 cm.

* La zone bleue est une couronne dont le grand rayon
est 70 cm.
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La probabilité d’atteindre une zone est proportionnelle
a sa surface.

On suppose que le participant ne rate jamais la cible.
1. Calculer la surface totale de la cible puis les probabi-
lités d'atteindre les différentes zones ?

2.0n note X la variable aléatoire qui donne le nombr
de points marqués par le participant.

a. Donner la loi de probabilité de X.

b. Calculer E(X) et interpréter le résultat.

Exercice 11. 15 (Déclic 80 p 362)
Une roulette de
casino comporte
37 cases, numérotées
de 0 & 36. On fait tour-
ner la roulette et on
annonce le numéro qui
est sorti. Tous les numé-
ros ont la méme probabilité de sortir.

1. Lorsqu’un joueur mise sur I'un des numéros, on dit
qu’il fait un plein. Dans ce cas-[a, si le numéro misé
sort, il remporte 35 fois sa mise et récupére sa mise ;
sinon il perd sa mise au profit du casino.

Un joueur mise 10 € et fait un plein.

On note X son gain algébrique, en euro.

a. Quel gain le joueur peut-il espérer ?

h. Calculer I'écart type o(X).

2, Lorsqu'un joueur mise sur deux numéros différents,
on dit qu'il fait un cheval. Dans ce cas-1a, si I'un des
numéros choisis sort, il remporte 17 fois sa mise et
récupére sa mise ; sinon, il la perd.

Un joueur mise 10 € et fait un cheval.

On note Y son gain algébrique, en euro.

a. Quel gain le joueur peut-il espérer ?

b. Calculer Iécart type o(Y).

3. Comparer les espérances E(X) et E(Y), puis les
écartstypes 6(X) et (¥ ). Interpréter dans le contexte.

Exercice 11. 16 (TS Antilles Guyane, sept 2010)

Lors d’une épidémie chez des bovins, on s’est apercu que
si la maladie est diagnostiquée suffisamment tét chez un
animal, on peut le guérir ; sinon la maladie est mortelle.
Un test est mis au point et essayé sur un échantillon
d’animaux dont 1 % est porteur de la maladie. On obtient
les résultats suivants :

- si un animal est porteur de la maladie, le test est positif
dans 85 % des cas ;

- si un animal est sain, le test est négatif dans 95 % des
cas.

On choisit de prendre ces fréquences observées comme
probabilités pour la population entiére et d’utiliser le test
pour un dépistage préventif de la maladie. On note :

M I'événement : « 'animal est porteur de la maladie » ;

T I'événement : « le test est positif ».

1. Construire un arbre pondéré modélisant la situation
proposée.

2. Unanimal est choisi au hasard.
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a. Quelle est la probabilité qu’il soit porteur de la
maladie et que son test soit positif ?

b. Montrer que la probabilité pour que son test soit
positif est 0, 058.

3. Un animal est choisi auwhasard parmi ceux dont le test
est positif. Quelle est la probabilité pour qu’il soit porteur
de la maladie ?

4, On choisit deux animaux au hasard. La taille de ce
troupeau permet de considérer les épreuves comme
indépendantes et d’assimiler les tirages a des tirages avec
remise. On note X la variable- aléatoire qui, aux deux
animaux choisis, associe le nombre d’animaux ayant un
test positif.

Quelle est la probabilité pour gu’au moins un des deux
animaux ait un test positif ?

5. Le colit des soins & prodiguer a un animal ayant réagi
positivement au test est de 100 euros et le colt de
I'abattage d’un animal non dépisté par le test et ayant
développé la maladie est de 1 000 euros. On suppose que
le test est gratuit. D’aprés les données précédentes, la loi
de probabilité du colit & engager par animal subissant le
test est donnée par le tableau suivant :

Colt 0 100 1000

Probabilité 0,9405 0,058 0,0015

a. Calculer l'espérance mathématique de la variable
aléatoire associant a un animal le co(t a engager.

b. Un éleveur posséde un troupeau de 200 bétes. Si tout
le troupeau est soumis au test, quelle somme doit-il
prévoir d’engager en moyenne ?

Exercice 11. 17 (74 p 330)

Le coGt de production d'un objet est de 9504€. Cet objet peut
présenter un défaut A, un défaut B, ou en méme temps le
défaut A et le défaut B. La garantie permet de faire les répa-
rations aux frais du fabricant avec les colits suivants : 100€
pour le défaut A et 150 € pour le défaut B. On admet que 90%
des objets produits n'ont aucun défaut, 4 % ont le seul défaut
A, 2 % ont le seul défaut B et 4 % ont les deux défauts A et B.

1. On note X la variable aléatoire qui, a chague objet choisi
au hasard, associe son prix de revient, c’est-a-dire son colt de
production augmenté du colt de réparation éventuel.
Déterminer |a loi de probabilité de X.

2. Calculer I'espérance mathématique E(X) et 'écart-type de
cette variable aléatoire. Que représente E(X) pour ['usine 7

3. On admet que tous les objets produits sont vendus.

a. L'usine peut-elle espérer réaliser des bénéfices en vendant
960 € chaque objet produit ?

b, L'usine veut réaliser un bénéfice moyen de 100 € par objet.
Expliquer comment on doit alors choisir le prix de vente de
chacun d'eux.

Exercice 11. 18 (77 p 330)

Une roue de loterie se compose de secteurs identiques de trois
couleurs différentes : rouge, blanc et vert.

Un joueur fait tourner la roue devant un repere fixe ; chaque
secteur a la méme probabilité de s'arréter devant ce repére.
Si le secteur repéré est rouge, le joueur gagne 16 €.

Si le secteur repéré est blanc, il perd 12 €.

Sile secteur repéré est vert, il lance une seconde fois la roue :
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- si le secteur repéré est rouge, il gagne 8€;

~s'il est blang, il perd 2 € ;

- ¢'ll est vert, il ne gagne rien et ne perd rien.

La roue se compaose de trois secteurs rouges, quatre secteurs
blancs et n secteurs verts (ol n = 1),

Soit X, la variable aléatoire qui, a chaque partie, associe le gain
algébrique du joueur.

1. a. Déterminer la loi de probabilité de X.

b. Calculer I'espérance mathématique de X,

2. Déterminer la loi de probabilité de X .

3. Calculer 'espérance mathématique de X, en fonction den.

4, Etudier le sens de variation de la fonction numérique f définie

sur [0; +99[ parf(x):——x—z.
(x+7)
5. En déduire pour quelle valeur de I'entier n I'espérance

mathématique de X, est maximale.
Quelle est la valeur correspondante de E(X,) ?

Exercice 11. 19 (78 p 331)
Dans une féte foraine, un
organisateur dispose de deux
sacs de 30 boules chacune. Les
boules sont indiscernables
au toucher et ont la méme
probabilité d'étre tirées.

Le sac S, contient 27 boules
blanches et 3 boules rouges.
Le sac S, contient 21 boules
blanches et 9 boules rouges.
Larégle dujeu est |a suivante:
Le joueur mise 1 euro et tire
une boule dans le sac 5; qu'il
remet ensuite dans ce sac.

- Silaboule tirée est rouge, alors le joueur tire une boule dans
le sac S,, note sa couleur et le jeu s'arréte.

- Si la boule tirée est blanche, alors le joueur tire une boule
dans le sacS,, note sa couleur et le jeu s'arréte.

1. On appelle X la variable aléatoire qui, a chaque tirage de
deux boules, associe le nombre de boules rouges.
Déterminer P(X=2) et P(X=1).

2. Siles deux boules tirées sont rouges, alors le joueur reoit
10 euros. Si une seule boule est rouge, il regoit 2 euros, sinon
il perd sa mise. On appelle Yla variable aléatoire qui, a chaque
tirage de deux boules, associe le gain algébrique du joueur.
a. Déterminer la loi de probabilité de Y.

b. Déterminer 'espérance mathématique de Y. Que peut-on
en déduire?

3. Soit # un entier naturel supérieur a 2. Le joueur décide de
jouer n parties consécutives indépendantes.

a. Démontrer que la probabilité p, qu'il pioche au moins une fois
dansle sacS, estdelaforme p,=1-a" ou'on déterminera .
b. En utilisant la calculatrice, déterminer le plus petit entier
naturel n tel que p, > 0,9.

Exercice 11. 20
Une urne contient 5 boules rouges, 4 jaunes etn vertes
avec n entier naturel supérieur ou égal a 2. Cesn+9
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boules sont indiscernables au toucher. On tire
successivement et avec remise deux boules de 'urne.

1. a. Démontrer que la probabilité d’obtenir deux
n?+41

(n+9)2"

b. En déduire que la probabilité d’obtenir deux boules de

P 18n+40
couleur différente est —,
(n+9)2

2. On considére le jeu suivant : le joueur gagne 2 € si les
deux boules obtenues sont de méme couleur et perd 3 €
sinon. On appelle X la variable aléatoire égale au gain
(positif ou négatif) du joueur.

a. Déterminer la loi de probabilité de X.

b. Montrer que I'espérance de X est :

__ 2(n*-27n-19)
E(X) = (n+9)2
3. On considére la fonction f définie sur [2; 4o par:
_ 2(x%-27x~-19)
fG) = T 9
a. OnadmetqueVx € [2; 4oo:
. __ 10(9x2+40x—369)
fix) = (x+9)*
Dresser |e tableau de variations de f.
b. Résoudre dans [2; +co[ I'équation f(x) = 0.
4. a. Déterminer n pour que E(X) soit minimale.
b. A partir de quelle valeur le jeu est-il favorable au

joueur?

boules de la méme couleur est

Exercice 11. 21 (Déclic, 75 p 361)
La finale d’un tournoi de judo
oppose David et Teddy. Plusieurs
combats doivent les opposer et le
premier qui gagne deux combats
remporte le titre. On suppose que
la probabilité que Teddy gagne un
combat est constante et égale éip, ST o=
On note X la variable aléatoire égale au nombre de
combats nécessaires pour désigner le vainqueur du
tournoi.

1. Quelles sont les valeurs prises par X ?

2. On considére la fonction tournoi{p ) suivante.

from random import*
def tournoi(p):
NbTeddy-6
NbDavid=@
NbCombats=0
while NbTeddy<2 and NbDavid<..
NbCombats=NbCombats+1
if random()<p:
NbTeddy=NbTeddy+1
else:
NbDavid=NbDavid+1
return NbCombats

Justifler que cette fonction simule un tournoi et qu’elle
renvole la valeur prise par X sur cette simulation.

3. On souhaite simuler 1 000 tournois par la fonction
répartition(p) suivante de fagon qu'elle renvoie la
liste des fréquences observées, dans I'ordre, des évé-
nements {X =2} et {X =3}.
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def répartition(p):
échantillon=[]
for i in range(1ee8):
échantillon.append(tournoi(p))
Nb2=échantillon.count(2)
Nb3=échantillon.count(...)
return [..o,0.4])

a. Sachant que l'instruction L .append (x) insére la
valeur x d la liste L, que représente la liste échantil-
lon dans cette fonction ?

b. Compléter la fonction répartition (p).

c. Modifier cette fonction pour qu'elle renvoie le
nombre moyen de combats sur la simulation.

d. Programmer et estimer |'espérance E(X) lorsque
p=0,5, puis pour p=0,8,

4. a. Construire un arbre pondéré représentant un
tournoi et déterminer la loi de probabilité de X en
fonction de p.

En déduire I'expression de E(X) en fonction de p.

b. Justifier que E(X)=-2p%+2p+2.

c. Pour quelle valeur de p I'espérance E(X) est-elle la
plus grande possible ?

Interpréter dans le contexte de I’exercice.

d. Vérifier les résultats obtenus en 3. d.

Exercice 11, 22 (Déclic 70 p 360)
D’aprés un
sondage BVA datant de 2018,
76 % des jeunes dgés de 18 &
24 ans pratiguent une activité
sportive touw:s les semaines,
On suppose que cette propor-
tion se maintient ensuite,
1. On choisit au hasard une personne dgée de 18 a
24 ans et on s'intéresse a sa pratique sportive
hebdomadaire.
On considere la fonction ¢rom random import*
simult(p) ci-contre. def simul(p):
Justifier que simul(9.76) if random()<p:
permet de simuler |'expé- elsef‘ew”’ 1
rience. Préciser le résultat return @
renvoyé lorsque la personne
pratique un sport de fagon hebdomadaire.
2. On choisit maintenant au hasard deux personnes
Ggées de 18 & 24 ans. On note X |a variable aléatoire
égale au nombre de personnes ayant une pratique
sportive hebdomadaire parmi les deux choisles.
a. Quelles sont les valeurs prises par X ?
b. Expliquer pourquoi la fonction simul2(8.76 ) don-
née ci-dessous permet de simuler cette expérience.
def simul2(p):
compt=0
for i in range(2):

compt=compt+simul(p)
return compt
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¢. On simule

10 000 fols cette
expérience d ['aide du
programme ci-contre.
On a obtenu I'affichage
suivant :

p=0.76
L=(8,8,0)

for { in range(1@eee):

J=simul2(p)
L[{j)=L[j]+1
print(L)
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L=[556;3695;5749]
Conjecturer la loi de probabilité de X.
3. Enreprésentant la situation a I'aide d’un arbre pon-
déré, déterminer la loi de probabilité de X.
Comparer avec le résultat de la question 2. c.



